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Введение 
Среди множества задач с параметрами 

выделим один класс задач, связанный с 
количеством решений уравнения (нера-
венства), системы уравнений (нера-
венств). 

Задачи такого вида обычно формули-
руют в следующем виде: найти все зна-
чения параметра (параметров), при ко-
торых уравнение (неравенство, система) 
имеет конечное множество решений 
(ровно одно, ровно два и т.д.), бесконеч-
ное множество решений (интервал, от-
резок, луч, прямая, часть плоскости – 
область), не имеет решений.  

В пособии рассмотрены основные 
подходы к решению задач с параметрами: 
алгебраический, функциональный, функ-
ционально-графический и геометриче-
ский. 

1. Алгебраические методы 
В данном разделе задачи (уравнения, 

неравенства, системы) классифицирова-
ны по их виду. Здесь рассмотрены такие 
методы: метод сведения задачи к равно-
сильной, перебор различных значений 
параметра, замена переменной, выявле-
ние необходимых и достаточных условий 
или необходимых условий.  

1.1. Задачи вида bxa   

Рассмотрим задачи вида bxa  , где 
символ   заменяет один из знаков 
= ,  > ,  < ,   ,   и системы линейных 
уравнений. 

уравнения 
Уравнение вида bxa   с переменной 

x  имеет единственное решение при 
0a ; имеет бесконечное множество ре-

шений при 0,0  ba ; не имеет реше-
ний  при 0,0  ba . 

Пример 1. (МГУ, 2002). При каких 
значениях параметра b  уравнение 

)3(32)32(9 242  bbxbbbx  

не имеет корней? 
Решение. Данное уравнение является 

линейным относительно неизвестной х. 

.32)32()31()9( 234  bbbxb  

Последнее уравнение не имеет корней 
тогда и только тогда, когда  











.032)32()31(

09
23

4

bbb

b
 

Первое уравнение этой системы имеет 
два корня: ,31 b  .32 b  Подста-
новка показывает, что второму условию 
удовлетворяет только .31 b  

Ответ: .3b  

неравенства 
Неравенства вида bxa   с перемен-

ной x  имеет решением промежуток 







 ;

a
b  при 0a ; промежуток 







 

a
b;  при 0a ; промежуток 

);(   при 0,0  ba ; не имеет ре-
шений при 0,0  ba . 

Пример 2. При каких значениях пара-
метра a  неравенство  

xaax 326   
имеет решением все действительные 
числа? 

Решение. Приведем данное неравен-
ство к виду  

)3(2)3(  axa  
и рассмотрим несколько случаев. 

1. Пусть 03 a , тогда получаем 
2x . 

2. При 03 a  имеем 2x . 
3. Если 03 a , т.е. 3a , то число-

вое неравенство 00   выполняется при 
всех значениях х. 

Ответ: 3a . 

системы уравнений 
Пусть коэффициенты уравнений сис-

темы  








111

,
cybxa

cbyax
  

отличны от нуля. Тогда: 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Уравнения и неравенства с параметрами: количество решений 

МИЭТ «Абитуриенту 2011» 
Подробная информация о довузовской подготовке и поступлении в МИЭТ - на сайте www.abiturient.ru 

3 

1) чтобы система имела единственное 
решение, необходимо и достаточно вы-
полнения условия  

;
11 b

b
a
a
  (1) 

2) чтобы система имела бесконечно 
много решений, необходимо и достаточ-
но выполнения условия  

;
111 с
с

b
b

a
a

  (2) 

3) чтобы система не имела решений, 
необходимо и достаточно выполнения 
условия  

.
111 с
с

b
b

a
a

  (3) 

Случай, когда коэффициенты равны ну-
лю, нужно рассматривать отдельно. 

Пример 3. Исследовать систему ли-
нейных уравнений 








.3)1(2
,5,427)2(

yax
yxa

 

Решение. Определим значения пара-

метра a , при которых 
1

27
2

2





a
a . Это 

возможно, если 0562  aa  )01( a , 
т.е. при 8a  или 7a . 

Если 8a  или 7a , то решений 

нет, так как 
2
3

1
27

2
2







a
a . 

При 8a  и 7a , умножая первое 
уравнение системы на –2, а второе на 

2a , и складывая левые и правые части 
уравнений, из полученного линейного 

уравнения найдем 
)7)(8(

)5(3





aa
ay . 

Аналогично действуя, найдем 

)7)(8(2
)17(9





aa
ax . Следовательно, сис-

тема при 8a  и 7a  имеет единст-
венное решение. 

Ответ. Если 7a  или 8a , 
то решений нет; если 7a  и 8a , то 















)7)(8(

)5(3;
)7)(8(2

)17(9
aa

a
aa

a . 

В следующей задаче используем при-
ем обратной задачи. Пусть 21 AAA   – 
множество допустимых значений пара-
метра а, входящего в уравнение (нера-
венство, систему), причем 1A  – множест-
во значений параметра, при которых за-
дача имеет решение, 2A  – множество зна-
чений параметра, при которых задача не 
имеет решение. Если найдены множества 
А и 2A , то легко определить множество 

1A .  

Пример 4. Определить, при каких зна-
чениях параметра a  уравнения 1 ayx  
и ayax 2  имеют хотя бы одно общее 
решение. 

Решение. Допустимые значения пара-
метра а составляют множество всех дей-
ствительных чисел. Решим обратную за-
дачу. Найдем значения параметра a , при 

которых система уравнений 







ayax
ayx

2
,1

 

не имеет решений. Это возможно (см. ус-

ловие (3)), если 
a

a
a 2

1
1

1
  (*).  

Из равенства 
1

1 a
a
  находим 1a  

или 1a  (удовлетворяют условию 
0a ). Для этих значений неравенство в 

(*) также выполняется. Следовательно, 
исходная задача выполняется при всех 
значениях  а, отличных от –1 и 1. 

Ответ. 1a . 

1.2. Задачи вида 02  cxbxa  

Рассмотрим задачи вида  
02  cxbxa , 

где символ   заменяет один из знаков 
= , > , < ,   ,   и системы уравнений (не-
равенств). 

 Функция cbxaxy  2  )0( a  за-
дает параболу с вершиной в точке 

);( вв yxС . 
 Функция nmxay  2)(  )0( a  

задает параболу с вершиной в точке 
);( nmC . 

Пусть cbxaxxf  2)(  )0( a . 
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1. Квадратное уравнение  
02  cbxax  )0( a  (1) 

не имеет решений тогда и только тогда, 
когда 0D . 

2. Квадратное уравнение (1) имеет: 
а) два различных корня тогда и только 

тогда, когда 0D ; 
б) два (может быть кратных) корня то-

гда и только тогда, когда 0D ; 
в) два положительных корня тогда и 

только тогда, когда 

































0

,0

,04

0
,0

,0
2

21

21

a
b

a
c

acb

xx
xx

D
 

или  














;0
,0)0(

,0

вx
fa

D
 

г) два отрицательных корня тогда и 
только тогда, когда 

































0

,0

,04

0
,0

,0
2

21

21

a
b

a
c

acb

xx
xx

D
 

или  














;0
,0)0(

,0

вx
fa

D
 

д) корни разных знаков тогда и только 
тогда, когда 

0)0(00021  faac
a
cxx ; 

е) корень, равный нулю тогда и только 
тогда, когда  

0021  сxx ; 

ж) два разных корня Mxx 21 , тогда 
и только тогда, когда  














;
,0)(

,0

в Mx
Mfa

D
 

з) два разных корня Mxx 21 , тогда и 
только тогда, когда  














;
,0)(

,0

в Mx
Mfa

D
 

и) два корня 21 xMx   тогда и толь-
ко тогда, когда 0)(  Mfa ; 

к) корни Mxmx  21  тогда и 
только тогда, когда 








;0)(
,0)(

Mfa
mfa

 

л) корни 21 xMxm   тогда и 
только тогда, когда 








;0)(
,0)(

Mfa
mfa

 

м) корни 21 xMmx   тогда и 
только тогда, когда 








;0)(
,0)(

Mfa
mfa

 

н) один корень внутри интервала 
),( Mm , а другой вне этого интервала то-

гда и только тогда, когда 0)()(  Mfmf . 

уравнения 

Уравнение вида 02  cxbxa  с 
переменной x  при 0a  приводится к 
уравнению степени не выше первой; при 

0a  является квадратным уравнением.  

Пример 5. (МГУ, 1980). При каких 
значениях параметра a  уравнение  

0232)13( 2  aaxxa  
имеет два действительных различных 
корня? 

Решение. 1. Если 013 a , т.е. 

,
3
1

a  то получаем уравнение 

,01
3
2

x  которое имеет один корень. 

2. При 
3
1

a  получаем квадратное 

уравнение, которое имеет два действи-
тельных различных корня тогда и только 
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тогда, когда его дискриминант положи-

телен: .0)23)(13(0
4

2  aaaD  

Решая это неравенство при условии 

3
1

a , получаем ответ. 

Ответ: 






 







 
16

179;
3
1

3
1;

16
179 . 

Пример 6. (МГУ, 2004). При каких 
значениях параметра a  уравнение  

0
5
122 





a
axx  

не имеет решений? 
Решение. Квадратное уравнение не 

имеет решений тогда и только тогда, ко-
гда его дискриминант отрицателен: 

.0
5
7
9

0 





a

a
D  Решая это неравенст-

во методом интервалов, получаем ответ. 
Замечание. При 5a  дробь не оп-

ределена, поэтому и уравнение не опре-
делено, и в этом случае не имеет смысла 
говорить о решениях уравнения. 

Ответ: 





  ;

7
9)5;( . 

Пример 7. (МГУ, 2007). Найти все 
значения параметра а, при каждом из 
которых среди корней уравнения  

01)4(2  axaax  

имеется ровно один отрицательный.  
Решение. 1. Пусть ,0a  тогда полу-

чаем линейное уравнение ,014 x  ко-
торое имеет единственный отрицатель-

ный корень .
4
1

x  

2. При 0a  получаем квадратное 
уравнение, дискриминант которого равен 

.1643)1(4)4( 22  aaaaaD  

а) Уравнение имеет ровно один ко-

рень, т.е. .0D  Отсюда .
3

1322 
a  

Так как корень ,0
2

4





a
ax  то остает-

ся  .
3

1322 
a  

б) Уравнение имеет корни разных зна-
ков. В этом случае свободный член при-
веденного уравнения отрицателен (дис-
криминант будет положительным):  

.0101


 a
a

a  

в) Один из корней равен нулю, т.е. 
.101  aa  Квадратное уравне-

ние принимает вид ,032  xx  и имеет 
корни ,0x  .3x  Значение 1a  не 
удовлетворяет условию задачи. 

Ответ:   .
3

13220;1






 

  

Пример 8 (МИОО, 2010). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых уравнение 

  0)12)(12(552  aaxaax  

имеет два различных отрицательных 
корня. 

Решение. Используя теорему Виета, 
запишем условия существования двух 
различных отрицательных корней для 
квадратного уравнения: 














.0
,0

,0

21

21

D
xx

xx
 

Рассмотрим первые два неравенства 










;055
,0)12)(12(

aa
aa

 











;0)5()5(
,0)12)(12(

22 aa
aa

 










;0102

,0)12)(12(
a

aa
 .12a  

Теперь рассмотрим дискриминант с 
учетом того, что .12a  
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  ,0)12)(12(455 2
 aaaa  

,0)12)(12(4102  aa   
,251442 a  ,1692 a  .1313  a  

Учитывая условие 12a , получаем 
.1213  a  

Ответ: (–13; –12). 

неравенства 
Пример 9. (МГУ, 2005). При каких це-

лых a  неравенство 

0log23log2 2

2
1

2
1  xaxa  

верно для любого значения x ? 

Решение. Квадратный трехчлен отно-
сительно x  отрицателен при всех x  то-
гда и только тогда, когда его дискрими-
нант отрицателен. Обозначим ba 

2
1log , 

тогда 0322
1  bbD , т.е. 13  b . 

Тогда 2loglog8log
2
1

2
1

2
1  a . Отсюда 

82  a . 
Выбирая целые значения a  из проме-

жутка )8;2( , получаем ответ. 
Ответ: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7. 

В следующем примере используем 
прием, при котором параметр рассматри-
вают в качестве отдельной переменной.  

Пример 10. (МГУ, 1992). Найти все 
значения x , для каждого из которых не-
равенство 

  0456)21()2( 223  aaxxaxa  

выполняется хотя бы при одном значе-
нии .]2;1[a  

Решение. Перепишем данное неравен-
ство так: 

 )42()( 232 xxaaaf  
.0)562( 23  xxx  

Левая часть его – квадратный трехчлен 
относительно а. Для того чтобы квадрат-
ный трехчлен с положительным коэффи-
циентом при 2a  принимал положитель-
ные значения хотя бы в одной точке от-
резка ]2;1[ , необходимо и достаточно, 
чтобы он был положителен хотя бы в од-

ном из концов этого отрезка. Получаем 
совокупность неравенств для x : 







0)2(

,0)1(
f
f

   






.0)1)(3(
,0)1)(2(

xx
xxx

 

Решения неравенств совокупности 
объединяем для ответа. 

Ответ: );1()1;0()2;(  . 

системы уравнений (неравенств) 
Пример 11. (МИОО, 2010). Найти все 

значения a , при каждом из которых 
система  











ayx
axy

2

2 ,
 

имеет ровно два решения. 
Решение. Исключая параметр из сис-

темы, получаем уравнение  

.0)1)((  xyxy  

Отсюда xy   или .1 xy  
Пусть xy  , тогда из системы имеем 

квадратное уравнение ,02  axx  дис-
криминант которого равен .411 aD   

Если ,1 xy  то из системы имеем 
квадратное уравнение 012  axx , 
которое имеет дискриминант 

.432 aD   
Рассмотрим разные случаи для дис-

криминантов. 

1. 








0
,0

2

1

D
D

   







043
,041

a
a

  
4
1

4
3

 a . 

2. 








0
,0

2

1

D
D

   







.043
,041

a
a

 Система не-

равенств не имеет решений. 

3. 








0
,0

2

1

D
D

   







.043
,041

a
a

 Система не 

имеет решений. 

4. 








0
,0

2

1

D
D

   







043
,041

a
a

   
4
3

a . 

При 
4
3

a  первое уравнение имеет вид 
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0
4
32  xx . Числа 

2
3  и 

2
1  его кор-

ни. Второе уравнение имеет вид 

0
4
12  xx  и число 

2
1  его единст-

венный корень. 

5. 








0
,0

2

1

D
D

   







.043
,041

a
a

 Система не 

имеет решений. 

6. 








.0
,0

2

1

D
D

 В этом случае выше приве-

денные квадратные уравнения не имеют 
общих корней (докажите, приравнивая 
корни). Тогда исходная система имеет 
четыре различных решения. 

Случай 1 xx , т.е. 
2
1

x , приво-

дит к значениям 
2
1

y  и .
4
3

a  Тогда 

получаем одно уравнение ,0
4
32  xx  

которое имеет корни 
2
3  и .

2
1

  

Ответ: 
4
1

4
3

 a . 

Пример 12. (МГУ, 1988). Найти все 
значения параметра a, при каждом из 
которых система уравнений 











012

,0
2
3

xyyx

yxaxy
 

имеет единственное решение.  
Решение. Второе уравнение исходной 

системы можно переписать в виде  
,0)1()2(  xxy  

откуда следует, что эта система ни при 
каком значении параметра а не имеет 
решений с условием .2x  Поэтому ис-
ходная система уравнений равносильна 
системе 

















;
2
1

,0
2
3)1(

x
xy

xyax
   















.
2
1

,08)92()22( 2

x
xy

xaxa
 

Найдем все значения параметра а, при 
которых первое уравнение последней 
системы имеет решение .2x  Для та-
ких значений а должно выполняться ра-
венство  

,08)2)(92()2)(22( 2  aa  

откуда находим, что .5,0a  
При 5,0a  первое уравнение систе-

мы перепишется в виде  

.08103 2  xx  

Это уравнение имеет два корня 21 x  и 

.
3
4

2 x  Второму из них соответствует 

значение .5,02 y  Для 21 x  соответ-
ствующего значения у не существует. 
Итак, при 5,0a  исходная система 

имеет единственное решение ,
2
1;

3
4







  и 

это значение а отвечает условию задачи.  
При 1a  первое уравнение системы 

перепишется в виде .087  x  Оно 

имеет единственное решение ,
7
8

x со-

ответствующее значение у равно .
6
1  

Итак, при 1a исходная система уравне-
ний имеет единственное решение 

,
6
1;

7
8







  и это значение а отвечает усло-

вию задачи. 
При 1a  первое уравнение системы 

есть квадратное уравнение с дискрими-
нантом  )22(84)92( 2 aaD  

.17284 2  aa  
Если ,0D  то первое уравнение сис-

темы, а значит, и исходная система, не 
имеют решений.  

Если 0D  и 5,0a , 1a  то пер-
вое уравнение системы имеет два реше-
ния, отличных от )2( . Следовательно, 
система имеет два решения. Эти значения 
а не удовлетворяют условию задачи. 
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Равенство 017284 2  aaD  вы-

полняется для .
2

247 
a  Оба эти 

значения отличны от ).5,0(  Следова-

тельно, при 
2

247 
a  первое урав-

нение системы, а вместе с ним и система, 
имеют по одному решению.  

Ответ: .
2

247;
2
1;1 

  

Пример 13. (МГУ, 1967). Найти все 
значения а, при каждом из которых сис-
тема  








4
,0)32)((

ax
aaxax

 

не имеет решений.  

Решение. 1. Если 0a , то второе не-
равенство системы не выполняется, и 
система не имеет решений. 

2. Пусть .0a  В этом случае данная 
система равносильна следующей систе-
ме: 


















 



.4

,032)(

a
x

a
axax

 

Согласно условию задачи для любого 

a
x 4
  должно выполняться неравенство: 

.032)()( 





 


a

axaxxf  

Решением этого неравенства является 

промежуток  





 

a
aa 32;  или 






  a

a
a ;32  

при a
a

a


 32 . Но найдутся числа x , ко-

торые больше всех чисел ,4
a

 а, ,32
a

a   и 

для них выполняется неравенство 
.0)( xf  

3. Пусть .0a  В этом случае данная 
система равносильна следующей систе-
ме: 


















 



.4

,032)(

a
x

a
axax

 

Согласно условию задачи для любого 

a
x 4
  должно выполняться неравенство: 

.032)()( 





 


a

axaxxf  

Решением этого неравенства является 
объединение промежутков  );( a  







 


 ;32

a
a  или 






 


a

a 32;  

  ;a . Неравенство 0)( xf  будет 

выполняться при всех значениях 
a

x 4
  

при условиях  






















a
a

a

a
a

a

324

,4
,0















324
4

0
2

a
a
a

 02  a . 

Получаем окончательный ответ .02  a  

Ответ: ]0;2( . 

1.3. Сведение задачи к задаче вида 
bxa   или 02  cxbxa  

Линейный двучлен и в особенности 
квадратный трехчлен занимают цен-
тральное место в задачах с параметрами. 
Это связано с тем, что разные задачи тем 
или иным способом (замена переменной, 
разложение на множители и т.д.) можно 
привести к исследованию линейного дву-
члена или квадратного трехчлена. 

задачи, содержащие целые  
рациональные выражениями высшей 

степени 
Пример 14. (МГУ, 2002). Найти все 

значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение  

  
222 4)2(2 aaxax

  aaxaxa 4)2(2)5( 22  
0282  aa  
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имеет:  а) единственное решение; б) ров-
но два различных решения.  

Решение. Обозначим 

,4)2(2)( 22 aaxaxxfy   

тогда уравнение принимает вид  

.028)5()( 22  aayayyg  

Квадратный трехчлен )(xf  
)4)((  axax  принимает в одной 

точке значение ,4)2(  af  а осталь-
ные свои значения (большие 4 ) – по 
два раза. Поэтому уравнение имеет един-
ственный корень тогда и только тогда, 
когда: 

1) 






4

,0)4(

вy
g

    

  













4
2

5
,028)5(416 2

a
aaa

    

  ,22 a  
а ровно два корня – в следующих случа-
ях: 

2) 421  yy    







4
,0

вy
D

   















4
2

5
,0)28(4)5( 22

a
aaa

   

  ;1a  
3) 21 4 yy     0)4( g     

  










.22

,22

a

a
 

Ответ:  а) ;22    
б) .);22(}1{)22;(   

Пример 15. (МГУ, 2008). Найти все 
значения параметра a, при которых 
уравнение  

01)1()12()1( 234  xaxaxax  

на промежутке )1;(   имеет не менее 
двух корней.  

Решение. Приведем уравнение к виду  







 






  0)12(1)1(21 2

a
x

xa
x

x

  ,032)1(2  ayay  

где функция 
x

xxfy 1)(   возрастает 

на промежутке )1;(   от   до 
.0)1( f  Поэтому исходное уравнении 

имеет не менее двух корней на проме-
жутке )1;(   тогда и только тогда, ко-
гда полученное уравнение имеет два кор-
ня, принадлежащие интервалу ),0;(  
т.е. когда  














0)32(4)1(
032

01

2 aa
a

a
   
















203

,0))((
,1

2,1

21

a

aaaa
a

   203a . 

Ответ: 203a . 

задачи, содержащие дробно-
рациональные выражения 

Пример 16. Определить количество 
различных решений уравнения 

05
22 




bx
x  с параметром b . 

Решение. Данное уравнение равно-
сильно системе 








.
,5
bx

x
 

Из условия b5  получаем, что чис-
ло 5 является корнем исходного уравне-
ния, если 5b . При 5b  нет корней. 

Ответ: при 5b  единственный  
корень, при 5b  нет корней. 

Пример 17. При каких значениях па-
раметра a  уравнение  

0
56

232)13(
2

22





xx

aaxax  

имеет единственное решение? 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Уравнения и неравенства с параметрами: количество решений 

МИЭТ «Абитуриенту 2011» 
Подробная информация о довузовской подготовке и поступлении в МИЭТ - на сайте www.abiturient.ru 

10 

Решение. При условии 1x  и 5x  
имеем 21  ax  и 122  ax  (обратная 
теорема Виета). Для выполнения условия 
задачи необходимо рассмотреть пять 
случаев. 

1) 












112
,52
,12

a
a
a

   1a . 

2) 












.512
,52
,12

a
a
a

 Нет решений. 

3) 












12
,512
,112

a
a
a

    1a . 

4) 












.52
,512
,112

a
a
a

 Нет решений. 

5) 












.212
,52
,12

aa
a
a

 Нет решений. 

Ответ: 1a  или .1a  

Пример 18. (МГУ, 2003). Найти все 
значения параметра b, при каждом из 
которых отрезок ]1;3[   целиком со-
держится среди решений неравенства  

0
2
3





xb
bx . 

Решение. Неравенство перепишем так:  

0

2

3





bx

bx  или .0
2

)3()( 





 

bxbxxf  

Воспользуемся условиями расположе-
ния корней квадратного трехчлена: оба 
корня меньше числа (–3) или оба корня 
больше числа (–1), т.е. выполняются ус-
ловия 







3

,0)3(

вx
f

  или  






,1

,0)1(

вx
f

 

где абсцисса вершины параболы 

.
4

7
2

2
3

в
b

bb
x 


  

Рассмотрим первую систему неравенств. 




















 

3
4

7

,0
2

3)33(

b

bb
  

.6
7

12
,0)6)(1(











 b

b

bb
 

Для второй системы неравенств имеем. 




















 

1
4

7

,0
2

1)31(

b

bb
 

.
3
1

7
4

,0)2)(31(











 b

b

bb
 

Объединяем полученные решения и за-
писываем ответ. 

Ответ: 





  ;

3
1)6;( . 

задачи, содержащие выражения 
с модулями 

Пример 19. Определить количество 
различных решений уравнения ax  |3|  
в зависимости от параметра а. 

Решение. По свойству модуля имеем 
0|3| x . Поэтому при 0a  исходное 

уравнение корней не имеет. Пусть 0a , 
тогда уравнение 0|3| x  имеет один 
корень 3x . Если 0a , то из уравне-
ния ax  |3|  получаем два различных 
корня 3 ax  или 3 ax .  

Ответ: если 0a , то нет решений; 
если 0a  – одно решение;  

при 0a  – два. 

Пример 20. Сколько решений в зави-
симости от параметра а имеет уравне-
ние  

12  axx ? 

Решение. Рассмотрим два случая. 
1. Пусть ,02 x  т.е. 2x . Тогда 

данное уравнение принимает вид: 
,12  axx  .1)1(  ax  Последнее 
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уравнение при 1a  решений не имеет, а 
при 1a  имеет единственный корень 

.
1

1



a

x  Найдем те значения параметра 

а, при которых для корня выполняется 
условие 2x : 

2
1

1


a
  0

1
12





a
a   







.1
,5,0

a
a

 

Следовательно, в первом случае исход-
ное уравнение имеет одно решение при 
всех значениях );1(]5,0;( a  и 
не имеет решений при ].1;5,0(a  

2. Если ,2x  то будем иметь урав-
нение 12  axx  или .3)1(  ax  
При 1a  последнее уравнение не име-
ет корней, а при 1a  – единственное 

решение 
a

x



1

3 , которое должно 

удовлетворять условию 2x : 

2
1

3





a
  0

1
12





a
a   .5,01  a  

Таким образом, во втором случае задан-
ное уравнение при всех значениях 

)5,0;1(a  имеет одно решение, а при 
);5,0[]1;( a  решений не име-

ет. 
Сравнивая результаты (см. рис. 1), най-
денные в двух случаях, получаем ответ. 

Ответ: если ]1;5,0(a , то нет решений; 
если );1(}5,0{]1;( a  – одно 

решение; при )5,0;1(a  – два. 

Пример 21. При каких значениях b  
уравнение 

023||)24( 22  bbxbx  

имеет два различных решения? 

Решение. Пусть ,|| tx   где .0t  То-
гда задачу можно переформулировать: 
при каких значениях b  квадратное урав-
нение 023)24( 22  bbtbt  имеет 
один положительный корень? 

По теореме, обратной теореме Виета 
найдем корни квадратного уравнения 

,1 bt   .232  bt  
Возможны три случая. 

1) 







0
0

2

1

t
t

    







023
0

b
b

   .
3
20  b  

2) 







0
0

2

1

t
t

    







023
0

b
b

   Нет реше-

ний. 

3) 







01

21

t
tt

    







0
23

b
bb

   .1b  

Ответ: 1;
3
20  bb . 

Замечание. Другое решение данного 
примера смотрите в разделе «Функцио-
нально-графические методы решения». 

Пример 22. (МИОО, 2010). Найти все 
значения а, при каждом из которых не-
равенство  

3
1
1

2

2





xx
axx  

выполняется при всех x . 
Решение. Приведем неравенство к ви-

ду 

.3
1
13 2

2






xx

axx  

Так как квадратный трехчлен 12  xx  
принимает положительные значения при 
всех значениях x , то приходим к двой-
ному неравенству  

),1(31)1(3 222  xxaxxxx  

затем к системе 











.02)3(2
,04)3(4

2

2

xax
xax

 

 a

 a

   Однорешение

   Одно
решение

   Одно
решение

 
Рис. 1 
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Для выполнения неравенств при всех зна-
чениях x  необходимо и достаточно по-
ставить условия для дискриминанта 











016)3(

,064)3(
2

2

2
1

aD
aD

   










43

,83

a

a
   

  







434
,838

a
a

   







17
,115

a
a

   

  15  a . 

Ответ: 15  a . 

Пример 23. (МГУ, 1993). Найти все 
значения параметра а, при каждом из 
которых неравенство  

22 4 aaxx   

справедливо для всех действительных x . 

Решение. При ax   неравенство рав-
носильно неравенству 

,0)4)((  axax  

справедливому при всех ax   тогда и 
только тогда, когда ,4 aa  т.е. при 

.2a  
Аналогично, при ax   приходим к 

неравенству ,0)4)((  axax  спра-
ведливому при всех ax   при ,4 aa  
т.е. при .2a  

Ответ:  2;2 . 

Пример 24. (МГУ, 1995). Найти все 
значения параметра а, при которых не-
равенство  

09264 22  axaxx  

имеет не более одного решения.  
Решение. Преобразуем данное нера-

венство 049|2|6|2| 22  axax , 
4)3|2(| 2  ax . Неравенство  

axa 32|2|32   имеет не больше 
одного решения лишь при 032  a  
(сделайте графическую иллюстрацию для 
функций |2|  xy  и ay 32  ), то есть 

при 
3
2

a . 

Ответ: 
3
2

a . 

Пример 25. В зависимости от значе-
ний параметра a  определить количество 
различных решений системы уравнений  











.82
,0|)|2)(8(

2

2

ayax
yxxy

 

Решение. Рассмотрим первое уравне-
ние системы  

 0|)|2)(8( 2 yxxy 







.0||2
,08 2

yx
xy

 

Следовательно, исходная система равно-
сильна совокупности двух систем 

(I) 









2

2

82
,8

aaxy
xy

 и (II) 








.82
,2||

2aaxy
xy

 

Решим систему (I). Подставляя 
82  xy  во второе уравнение этой сис-

темы, получим 22 828 aaxx   или 
0)( 2  ax , т.е. система (I) при всех зна-

чениях параметра имеет решение ax  , 
82  ay . 

Решим систему (II). Она в свою оче-
редь также равносильна совокупности 
двух систем  

(IIа) 













282
,0

,2

aaxy
x

xy
 и (IIб) 














.82
,0

,2

2aaxy
x

xy
 

Для системы (IIа) подставляя xy 2  в 
уравнение 282 aaxy  , получим  

28)22( aax  . 
При 1a  это уравнение имеет вид 

90 x , т.е. решений нет.  
При 1a  уравнение имеет одно ре-

шение 
a

ax
22

8 2




 . Проверяя выполне-

ние условия 0x  имеем  

10220
22

8 2





 aa
a

a . 

Следовательно, система (IIа) при 1a  

имеет одно решение 
a

ax
22

8 2




 , 

1
8 2





a

ay . 
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Аналогично решая систему (IIб), по-
лучим, что при 1a  она имеет одно 

решение 
a

ax
22

8 2




 , 
1

8 2





a

ay . 

Заметим, что решения систем (IIа) и 
(IIб) различны при 1a , так как урав-
нение  

aa
a

a
a

a 2222
22

8
22

8 22









  

не имеет корней. 
Рассмотрим случаи совпадения реше-

ний систем (I) и (II).  
Из уравнения  

a
a

a






22

8 2

 при 1a  

получаем 0822  aa . Отсюда 
312,1 a . С учетом условия 1a  оста-

ется 2a . 
Из уравнения  

a
a

a





22
8 2

 при 1a  

получаем 0822  aa . Отсюда 
312,1 a . С учетом условия 1a  

остается 4a . 
В итоге получаем, что исходная сис-

тема уравнений имеет: 
при 1a  одно решение )8;( 2 aa . 
при 11  a  или 4a  два решения 

)8;( 2 aa  или 













1
8;

22
8 22

a
a

a
a ; 

при 2a  два решения )8;( 2 aa  или 
















1
8;

22
8 22

a
a

a
a ; 

при ,4a  24  a  и 12  a  

три решения )8;( 2 aa , 













1
8;

22
8 22

a
a

a
a ,  
















1
8;

22
8 22

a
a

a
a . 

Ответ: при 1a  одно решение;  
при 11  a , 2a  и 4a  два ре-

шения; при ,4a  24  a  и 
12  a  три решения. 

Замечание. Другое решение данного 
примера смотрите в разделе «Функцио-
нально-графические методы решения». 

задачи, содержащие иррациональные 
выражения 

Пример 26. Определить количество 
различных решений уравнения 

0)1(  qxx  с параметром q. 

Решение. Из данного уравнения полу-
чаем два корня 1x  или qx  . Второй 
корень удовлетворяет условию 0 qx . 
Для первого корня имеем 01  q  или 

1q . Значит, при 1q  исходное уравне-
ние имеет два различных решения qx   
или 1x , при 1q  – один корень 1x , 
при 1q  – один корень qx  . 

Ответ: если 1q , то два различных 
корня; если 1q , то один корень. 

Пример 27. При каких значениях b  
уравнение 3 xbx  имеет единст-
венное решение? 

Решение. Имеем  

3 xbx   







03
,962

x
xxbx

  








.3
,0952

x
bxx

 

Квадратное уравнение 0952  bxx  
имеет дискриминант .114  bD   

1. 0D  при .75,2b  В этом случае 
квадратное уравнение 025,652  xx  
имеет один корень 5,2x , который 
удовлетворяет условию .3x  

2. Пусть ,0D  т.е. .75,2b  Тогда 
квадратное уравнение имеет два действи-
тельных различных корня. Чтобы задан-
ное уравнение имело один корень, необ-
ходимо рассмотреть два случая. 

а) Один из корней ,31 x  а другой 
.32 x  Подставим значение 3x  в 

квадратное уравнение, получим .3b  
Соответствующее уравнение 

0652  xx  имеет корни ,21 x  
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.32 x  Для первого корня не выполня-
ется условие .31 x  

б) В случае, когда 21 3 xx  , значе-
ние квадратного трехчлена 

bxxxf  95)( 2  при 3x  отрица-
тельно, так как 0)( xf  на промежутке 

).,( 21 xx  Получаем ,03)3(  bf  
.3b  

Ответ: .3;75,2  bb  

Пример 28. При каких значениях па-
раметра а уравнение axx 1  име-
ет единственное решение? 

Решение. Пусть ,1 tx   где .0t  
Отсюда .12  tx  Уравнение 01 tx   
имеет один корень, если .00 t  Получаем 
квадратное уравнение ,012  att  
дискриминант которого равен .45 aD   

1. Если ,0D  т.е. 25,1a , то квад-
ратное уравнение 025,02  tt  или 

0)5,0( 2 t  имеет единственный корень 
.05,0 t  Следовательно, исходное 

уравнение имеет один корень при 
25,1a . 

2. Если ,0D  т.е. 25,1a , то квад-
ратное уравнение имеет два корня. 

а) Корни будут разных знаков при ус-
ловии 0121  att , т.е. из них только 
один положительный корень. Решая сис-

тему неравенств 







,01
25,1

a
a

 получим ус-

ловие ,1a  при котором исходное урав-
нение имеет один корень. 

б) Хотя бы один из корней равен ну-
лю, в этом случае ,01a  .1a  Квад-
ратное уравнение имеет два неотрица-
тельных корня  01 t  и 12 t . Значит, 
исходное уравнение также имеет два 
корня. 

Ответ: .1;25,1  aa  

Пример 29. При каких a  уравнение  

011232 2  aaxx  

имеет единственное решение? 

Решение. Пусть ,tx   где .0t  То-
гда задачу можно переформулировать: 
при каких значениях а квадратное урав-
нение 011232 22  aatt  имеет один 
неотрицательный корень? 

Возможны три случая. 
1. Если квадратное уравнение имеет 

один корень, то он будет равен 

.
4
3

t Этот корень не удовлетворяет ус-

ловию задачи. 
2. Корни разных знаков. Необходимое 

и достаточное условие:  

021 tt    0112 2  aa    .5,50  a  

3) Один из корней равен нулю, другой 
– отрицательный. В этом случае необхо-
димо выполнение условия .0112 2  aa  
Отсюда 0a  или .5,5a  Для этих зна-
чений один корень равен нулю, другой 
равен ).5,1(  

Замечание. В данной задаче не потре-
бовалось рассматривать дискриминант.  

Ответ:  5,5;0 . 
Пример 30. (МГУ, 2000). При каких 

значениях a  неравенство  

  0142)2( 22  xaaxax  

имеет единственное решение?  
Решение. Так как данное неравенство 

определено при 1x , то оно имеет един-
ственное решение ( 1x ) тогда и только 
тогда, когда наименьший корень квад-
ратного трехчлена 

aaxax 42)2( 22   не меньше 1. 
Квадратный трехчлен имеет дискрими-
нант 2)23(  aD  и корни ax 21  , 

ax  22 . Взаимное расположение кор-
ней приводит к совокупности систем: 

3
2

2
1

2
1

,
3
2

12
,22
























a
a

a

a
aa

  

и  

.1
3
2

1

,
3
2

12
,22




















a
a

a
a

aa
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Объединяем решения систем и полу-
чаем ответ. 

Ответ: 



 1;
2
1 . 

задачи, содержащие показательные 
выражения 

Пример 31. Определить количество 
различных решений уравнения 

322 12  tx  с параметром t. 

Решение. Если 032 t , то есть 
5,1t , то данное уравнение не имеет 

корней. При 5,1t  получаем единст-

венный корень  1)32(log
2
1

2  tx . 

Ответ: при 5,1t  нет корней;  
при 5,1t  один корень. 

Пример 32. При каких значениях па-
раметра а уравнение  

  0342354 2  aaa xx  

имеет единственное решение? 

Решение. Пусть ,2 tx   где .0t  То-
гда задачу можно переформулировать: 
при каких значениях а квадратное урав-
нение 034)35( 22  aatat  имеет 
один положительный корень?  

По теореме, обратной теореме Виета 
найдем корни квадратного уравнения 

,1 at   .342  at  
Возможны следующие случаи. 

1) 







0
0

2

1

t
t

   







034
0

a
a

   .
4
30  a  

2) 







0
0

2

1

t
t

   







034
0

a
a

   Нет реше-

ний. 

3) 







01

21

t
tt

   







0
34

a
aa

   .1a  

4) Один из корней равен нулю, другой – 
положительный. В этом случае  








0
0

21

21

tt
tt

   







035
034 2

a
aa   .

4
3

a  

Ответ: .1;
4
30  aa  

Пример 33. (МАДИ, 2001). Найти все 
значения параметра а, при которых не-
равенство  

xxx aaa 21562254   
верно при всех значениях  х. 

Решение. Пусть ,2 tx   где .0t  
Получим неравенство  

0)3(2)3(52  ataat  

степени не выше второй. 
Если 0а , то имеем неравенство 

15
6

t , которое выполняется не при всех 

положительных значениях t .  
При 0а  имеем квадратное неравен-

ство, которое должно выполняться при 
всех положительных значениях t.  

Найдем дискриминант  2)3(25 aD  
)7517)(3()3(8  aaaa  и абсциссу 

вершины 
a

at
2

)3(5
в


  параболы 

)3(2)3(5)( 2  ataattf . Рассмот-
рим несколько случаев расположения па-
раболы относительно оси t . 

1. Парабола, ветви которой направле-
ны вверх, расположена выше оси t. 

















0)7517)(3(
,0

0
,0

aa
a

D
a

 

17
753  a . 

В этом случае 0)( tf  при всех значени-
ях  t, в частности, при 0t . 

2. Парабола, ветви которой направле-
ны вверх, касается оси t в точках проме-
жутка ]0;( .  

.3

0
2

)3(5

,
17
75;3

,0

0
,0
,0

в









































a

a
a

a

a

t
D
a

 

3. Парабола, ветви которой направле-
ны вверх, пересекает ось t в двух различ-
ных точках 1t  и 2t , причем 021  tt . 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Уравнения и неравенства с параметрами: количество решений 

МИЭТ «Абитуриенту 2011» 
Подробная информация о довузовской подготовке и поступлении в МИЭТ - на сайте www.abiturient.ru 

16 













































.3
,30

17
75
3

0)0(
,0
,0

,0

в

a
a

a

a

f
t
D
a

 Нет решений. 

Случай для 0а  рассмотрите самостоя-
тельно. 

Ответ: 






17
75;3 . 

задачи, содержащие логарифмические 
выражения 

Пример 34. Определить количество 
различных решений уравнения 

2)(log3 mx , где m  параметр. 

Решение. Данное уравнение равно-
сильно уравнению 9mx . При 0m  
получаем ложное равенство 90  ; при 

0m  единственный корень 
m

x 9
 . 

Ответ: при 0m  нет корней;  
при 0m  один корень. 

Пример 35. При каких значениях а 
уравнение  

0loglog2 3
2
3  axx  

имеет четыре различных корня? 

Решение. Пусть ,log 3 tx   где .0t  
Тогда задачу можно переформулировать 
следующим образом: при каких значениях 
а квадратное уравнение 02 2  att  
имеет два различных положительных 
корня? 

Возможен один случай. 













0
0

0

21

21

tt
tt

D
    
















05,0

0
2

081
a

a

   .
8
10  a  

Ответ: .
8
1;0 





  

Пример 36. (МФТИ, 2004). Найдите 
все значения параметра а, при которых 
уравнение    xax  55 log25log  имеет 
единственное решение. 

Решение. Обозначим ,log5 qa   
.05  tx  Тогда получаем уравнение  

.02  qtt  
Переформулируем задачу: найдите все 

значения параметра a , при которых сре-
ди корней уравнения 02  qtt  имеет-
ся ровно один положительный корень. 

 Это возможно в двух случаях. 

1. Если ,041  qD  т.е. ,
4
1

q  

,
5

1
4

a  .
2
1

t  

2. Если 041  qD  и квадратное 
уравнение имеет один положительный 

корень. При 
4
1

q  это уравнение имеет 

два различных корня, причем при 

0
4
1

 q  оба корня положительны, так 

как их сумма равна 1, а произведение 
равно .0 q Если же ,0q  то только 
один корень положителен. Следователь-
но, ,0log5 a  т.е. 1a . 

Ответ:  ;1;
5

1
4

. 

Пример 37. (МГУ, 2002). Найти все 
значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение 

0
)lg()15lg(

)16)(1( 23





axxa

xx  

имеет единственное решение.  
Решение. Имеем 

0
)lg()15lg(

)16)(1( 23





axxa

xx    

  





























axxa
ax

xa
x
x

15
,0

,015
,16

,1
2

3

   






















.8
,15

4
1

ax
axa

x
x

 

Из неравенства axa 15  следует, что 
0x  и, значит, .4x  

Рассмотрим два случая. 
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1. 1x  – корень уравнения при вы-
полнении условий:  







a

aa
81

,151
   














.
8
1

,1
15
1

a

a
 

2. 4x  – корень уравнения при вы-
полнении условий:  








a
aa

84
,154
   














2
1

,4
15
4

a

a
 

Поэтому данное уравнение имеет единст-
венный корень  

либо при 














,
8
1

,
15
4

15
1

a

a
  

либо при ,41  a  либо при .
2
1

a  

Ответ:  .4;1
2
1

15
4;

8
1

8
1;

15
1




















  

Пример 38. Найти все значения пара-
метра а, при которых неравенство  

  15log 2 xa  

выполняется для всех значений x ? 

Решение. Рассмотрим два случая. 

1. 

















5
,1

5
,1

22 ax
a

ax
a

 

51
05

,1









 a
a
a

. 

2. 

















.5
,10

5
,10

22 ax
a

ax
a

 Послед-

нее неравенство системы не выполняется 
при всех значениях x . 

Ответ: )5;1( . 

Пример 39. Найти все значения пара-
метра a , при которых система уравнений  









6)(

),10817(log2)2(log
2

33

ayxax
yxyx

 

имеет ровно два решения. 

Решение. Рассмотрим первое уравне-
ние системы  

 )10817(log2)2(log 33 yxyx  

 )10817(log)9918(log 33 yxyx

















.2
,1

02
,108179918

yx
xy

yx
yxyx

 

Подставляя 1 xy  во второе уравне-
ние исходной системы, получим 

5)( 2  aax . (*) 

Уравнение (*) имеет решение, если 
05 a , т.е. при 5a .  

При 05 a , т.е. при 5a , получа-
ем 5x . Тогда 6y . В этом случае 

211 yx , т.е. исходная система 
имеет решение и при том единственное. 

При 5a , получаем два решения 
уравнения (*): 51  aax  и  ax2  

5 a . Им соответствуют значения 
511  aay  и 512  aay . 

Исходная система будет иметь ровно 
два решения, если обе найденные пары 

),( 11 yx  и ),( 22 yx  будут удовлетворять 
2 yx . 

Для пары ),( 11 yx  получаем: 
 523225212 aaaa   





























)5(4)32(
,032

,05
,032

2 aa
a

a
a

  





























011164
,5,1

,5
,5,1

2 aa
a
a
a

  






























2
274

2
274

,5,1
,5,15

a

a
a

 

2
2745 

 a . 
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Для пары ),( 22 yx  получаем: 
 aaaa 235225212   

















011164
,05
,023

2 aa
a

a
 

2
2745 

 a . 

Следовательно, обе пары будут яв-
ляться решениями исходной системы при 

a  таких, что 
2

2745 
 a . 

Ответ: 
2

2745 
 a . 

задачи, содержащие 
тригонометрические выражения 

Пример 40. Найти все значения пара-
метра b, при каждом из которых урав-
нение  

bxx  2sin22cos3  

имеет решение. 
Решение. Преобразуем данное урав-

нение к виду  

bxx  )sin2sincos2(cos)2(3 22 , 

bx  )2cos(13 , 

где 
13
3arccos . 

Уравнение 
13

)2cos( bx   имеет 

решения тогда и только тогда, когда 

1
13


b , то есть при 1313  b . 

Ответ: 1313  b . 

Пример 41. (МГУ, 1989). Найти все 
значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение 

   xxaa 22 cossin2296
  03)sin1(21812 2  axaa  

не имеет решений. 
Решение. Введя обозначение ,sin tx   

исходное уравнение перепишем в виде  

.67)3( 222  aata   (*) 

Теперь задача может быть переформули-
рована так: найти все значения парамет-
ра а, при каждом из которых уравнение 
(*) не имеет корней, принадлежащих 
промежутку .11  t   

При 3a  уравнение (*) принимает 
вид ,60   и, следовательно, при 3a  
исходное уравнение не имеет решений. 

При 3a  уравнение (*) может быть 
переписано в виде  

,
)3(

67
2

2
2





a

aat  

откуда искомые значения параметра а 
есть решения совокупности неравенств  

1
)3(

67
2

2





a

aa  и  .0
)3(

67
2

2





a

aa  (**) 

Первое из этих неравенств равносильно 

неравенству .0
)3(
3

2 



a
a  Множество его 

решений есть .3a  Так как 
)6)(1(672  aaaa  и на множестве 

3a  имеем ,0)3( 2 a  то множество 
решений второго неравенства совокупно-
сти (**) при условии 3a  есть 31  a  
и .63  a  

Объединяя найденные значения  а, по-
лучаем ответ. 

Ответ: .61;3  aa  

Пример 42. (МИОО, 2010). Найти все 
значения a , при каждом из которых 
уравнение   1cos 22  xa  имеет ровно 
восемь различных решений. 

Решение. Преобразуем уравнение 

Z nnxa ,222 ,   









,,0

,)2( 222

Znn
nxa    










...,2,1,0

,)2( 22

n
nax  

Каждому положительному значению 
подкоренного выражения соответствуют 
ровно два значения неизвестной, нулево-
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му – одно, а отрицательному – ни одного. 
Поэтому для того чтобы решений было 
ровно 8, необходимо и достаточно, чтобы 
подкоренное выражение было положи-
тельным при 3,2,1,0n  и отрицатель-
ным при ...,6,5,4n  

Таким образом, получим систему не-
равенств 











;0)42(
,0)32(

22

22

a
a

   






.8||
,6||

a
a

 

Отсюда получаем значения 
   .8;66;8 a  

Замечание. Для решения задачи мож-
но к уравнению ,222 nxa   Zn , 
применить графическую иллюстрацию 
(см. рис. 2). Функция 22 xay   задает 
верхнюю полуокружность с центром в 
начале координат и переменным радиу-
сом || a . Функция ny  2 , Zn , задает 
семейство горизонтальных прямых. Не-
обходимо указать границы для радиуса 
полуокружности, обеспечивая нужное 
количество точек их пересечения. 

Ответ:     8;66;8 . 

1.4. Метод замены  
Выше были рассмотрены задачи, в ко-

торых использовали метод введения но-
вой переменной. В таких случаях требу-
ется исследовать область изменения но-
вой переменной, и задача с новой пере-
менной может быть переформулирована. 
В данном разделе еще раз подробно оста-
новимся на методе замены переменной 
(переменных). 

введение одной новой переменной 
Пример 43. (ЕГЭ 2010, С5). Найти 

все значения a , при каждом из которых 
уравнение  

01420166)58(36 2  aaa xx  

имеет единственное решение. 

Решение (1-й способ). Пусть ,6 tx   
где .0t  Тогда задачу можно перефор-
мулировать: при каких значениях а квад-
ратное уравнение  

0142016)58( 22  aatat  

имеет один положительный корень? Зна-
чит, другой корень должен быть неполо-
жительным. Используя теорему Виета, 
имеем два случая ( 1t  и 2t  – корни квад-
ратного уравнения): 

1) 021 tt    0142016 2  aa    

2
1

4
7

 a . 

2) 







0
0

21

21

tt
tt

   







058
,0142016 2

a
aa

  

2
1

 a . 

Отсюда .
2
1

4
7

 a  

Замечание. В рассмотренных случаях 
нет необходимости в исследовании дис-
криминанта на наличие действительных 
корней уравнения. В первом случае сво-
бодный член 21ttc   отрицательный, а 
значит, дискриминант положительный. 
Во втором случае свободный член равен 
нулю, поэтому уравнение имеет корни. 

Решение (2-й способ). Пусть tx 6 , 
где 0t . Тогда исходное уравнение 
примет вид  

0142016)58( 22  aatat . 

Так как дискриминант D  полученного 
уравнения положительный 

81)142016(4)58( 22  aaaD , то 
уравнение имеет два различных корня 

24  at  или 74  at , причем при всех 
значениях a  верно неравенство 

7424  aa .  

y

xO

y=8
y= a2 x2

y=2
y=4
y=6

|a |  
Рис. 2 
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Исходное уравнение будет иметь един-
ственное решение, если одно из чисел 

24 a  и 74 a  будет положительным, а 
другое неположительным. Отсюда следует 








024
,074

a
a

 .
2
1

4
7

 a  

Приведем функционально-графичес-
кое решение уравнения. 

Решение (3-й способ). Пусть tx 6 , 
тогда исходное уравнение примет вид  

0142016)58( 22  aatat . 

Вычислим дискриминант  квадратного 
уравнения  

81)142016(4)58( 22  aaaD  

и найдем его корни 24  at  или 
74  at . Возвратимся к переменной х: 

246  ax  или .746  ax  Отсюда по-

лучаем 
4

26 


x

a  и 
4

76 


x

a  или 

2
1

4
6


x

a  и 
4
7

4
6


x

a . Построим гра-

фики полученных функций (см. рис. 3).  
Рассмотрим прямые, параллельные оси 

x  и пересекающие построенные графики. 
Единственная точка пересечения получа-

ется при условии .
2
1

4
7

 a  

Ответ. 
2
1

4
7

 a . 

введение двух новых переменных 
Пример 44. Найти все значения пара-

метра a , при каждом из которых сис-
тема уравнений 











0172718699
,0333

222

2

aaayaxyx
aayaxxy

 

имеет ровно два различных решения. 
Решение. Группируя в первом уравне-

нии системы члены, получим 

 3)3()3( 2aaxayxy
3)3)((  axay . 

Группируя члены и выделяя полные 
квадраты во втором уравнении, имеем 

1723)(9)3( 222  aaayax . 

Тогда система примет вид  









.1723)(9)3(
,3)3)((

222 aaayax
axay

 

Введем новые переменные axu  3  
и ayv  . Тогда получаем систему  









.17239
,3

222 aavu
uv

 

Умножая первое уравнение этой сис-
темы на ( 6 ) и складывая со вторым 
уравнением, получим уравнение  

123)3( 22  aavu . (1) 

Если 0123 2  aa , то уравнение (1), 
а значит и исходная система не имеют 
решения. 

Если 0123 2  aa , что выполняется 

при 1a  и 
3
1

a , то уравнение (1), а 

значит и исходная система имеют реше-
ния. Из уравнения (1) при этих значениях 
параметра получаем vu 3 . Учитывая 
первое уравнение системы, имеем 

33 2 v , т.е. 11 v  и 12 v . Отсюда 
31 u  и 32 u . Следовательно, исход-

ная система будет иметь два различных 
решения (проверьте самостоятельно). 

Если 0123 2  aa , то уравнение (1) 
равносильно совокупности  

 
Рис. 3 
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









.1233

,1233
2

2

aavu

aavu
 

Учитывая первое уравнение системы, 
имеем:  

если 1233 2  aavu , то 
031233 22  aavv  (*);  

если 1233 2  aavu , то 
031233 22  aavv  (**).  

Каждое из уравнений (*) и (**) будет 
иметь два решения. Следовательно, ис-
ходная система будет иметь более двух 
решений. 

Ответ. 1  и 
3
1 . 

тригонометрическая подстановка 
Пример 45. Исследовать количество 

различных решений уравнения  

1
2

1
2

1 22








 








 
xx

a
a

a
a  

в зависимости от значений параметра а. 
Решение. Так как основания для пока-

зательных выражений положительны, то 
решим систему неравенств  

.10
11

,0

0
2

1

,0
2

1

2

2


























a
a

a

a
a
a
a

 

Пусть ba tg , где 
4

0 
 b , тогда име-

ем  

bb
b

a
a

2sin
1

tg2
tg1

2
1 22





 ; 

b
b

b
b

a
a

2sin
2cos

tg2
tg1

2
1 22





 . 

Исходное уравнение примет следующий 
вид 

1
2sin
2cos

2sin
1
















xx

b
b

b
 или  

12sin2cos  bb xx .  (*) 

Исследуем полученное уравнение, учи-
тывая ограничения 12cos0  b , 

12sin0  b  при 
4

0 
 b . 

Если 2x , то уравнение (*) выполня-
ется. 

Пусть 2x , тогда в силу монотонно-
сти показательной функции получаем  

2)2(sin)2(sin bb x   и 2)2(cos)2(cos bb x   
Следовательно, .12cos2sin  bb xx  

Аналогично при 2x  получаем нера-
венство .12cos2sin  bb xx  Отсюда по-
лучаем ответ. 

Ответ: если )1;0(a , то один корень; 
если );1[]0;( a , то нет корней. 

1.5. Выявление необходимых условий 
Задачи, в которых поиск значений па-

раметра или переменной затруднителен, 
выделяют необходимые условия для по-
лучения множества этих значений-
претендентов, затем из них отбирают зна-
чения в ответ, используя достаточные ус-
ловия.  

Выбор подходящего значения 
параметра или переменной 

В некоторых задачах условие выпол-
няется при всех значениях переменной а 
или x  из некоторого множества. Под-
ставляя в условие удобное значение од-
ной переменной, находят множество не-
обходимых значений другой переменной.  

Пример 46. Найти все значения x , 
удовлетворяющие уравнению 

)75(log2)3|(|log 61||2 xxa xax    

при любом действительном значении а. 
Решение. Если данное уравнение име-

ет решение при любом значении пара-
метра а, то оно имеет решение и при 

1a . Подставим значение 1a  в ис-
ходное уравнение, получим  

)75(log2)3(log 63 xx xx   . (*) 

Найдем решения полученного уравне-
ния, переходя к уравнениям-следствиям. 

;6)75( 2 xx   
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;1375  xx  
.062  xx  

Отсюда корни 3x  или 2x . При 
3x  уравнение (*) не определено. Зна-

чение 2x  является корнем этого урав-
нения: 2log25log 45   (верно). Таким 
образом, необходимо, чтобы значение 

2x  являлось корнем исходного урав-
нения для всех значений а.  

Проверим достаточность. Подставим 
2x  в данное уравнение, получим ра-

венство 1)3||2(log 3||2  aa , которое вы-
полняется при всех Ra , так как 

03||2 a  при всех значениях а. 
Ответ: 2. 

Пример 47. При каких значениях па-
раметра а неравенство 

  122)1(log 22
22 


xxaa  

выполняется для любого значения x ? 
Решение. Так как данное неравенство 

должно выполняться при любых значе-
ниях x , то оно должно иметь место и при 

0x . Подставляя в исходное неравенст-
во 0x , приходим к неравенству 

12log 22 
a , которое равносильно систе-

ме  

.43
4
,3

22
,12 2

2

2

2

2






















a

a
a

a
a

 

Найдем достаточные условия. Для усло-
вия  43 2  a  имеем 221 2  a . Тогда 
исходное неравенство равносильно сис-
теме  
















43
,222)1(

,022)1(

2

222

22

a
axxa

xxa













43
,222)1(

2

222

a
axxa












.43
,042)1(

2

222

a
axxa

 

Чтобы неравенство последней системы 
выполнялось при всех значениях x , не-

обходимо и достаточно, чтобы дискри-
минант квадратного трехчлена был отри-
цательным 

.0)4)(1(1 22
1  aaD  

Для удобства обозначим ta 2 , тогда 
получаем неравенство  

0)4)(1(1  tt  или 0552  tt , 

имеющее решения 
2

55
2

55 


 t . 

Отсюда находим достаточные условия 

.
2

553
.43

,
2

55
2

55
2

2

2 
















a

a

a
 

Ответ: 
2

55||3 
 a . 

Инвариантность 
* Инварианты (от лат. invarians, роди-
тельный падеж invariantis — неизменяю-
щийся), числа, алгебраические выраже-
ния и т. п., связанные с каким-либо мате-
матическим объектом и остающиеся не-
изменными при определенных преобра-
зованиях этого объекта или системы от-
счёта, в которой описывается объект. 

Ниже будут рассмотрены задачи, 
имеющие характерную особенность: их 
условия  не изменяются либо при замене 
знака одной или нескольких переменных 
на противоположный («симметрия от-
носительно знака»), либо при переста-
новке нескольких переменных («сим-
метрия относительно перестановки пе-
ременных»), либо при замене переменной 
на некоторое выражение с переменной. 

При решении задач указанного вида 
используется следующий алгоритм: 

во-первых, выполняется проверка на 
инвариантность; 

во-вторых, из проверки выполнения 
необходимых условий находятся допус-
тимые значения параметра (при «симмет-
рии относительно знака» переменной 
подставляется ее нулевое значение; при 
«симметрии относительно перестановки» 
переменных все переменные обозначают 
одной буквой);  
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в-третьих, проверяется достаточ-
ность условий, т.е. для найденных допус-
тимых значений параметра выполняется 
проверка того, что при полученных зна-
чениях параметра уравнение (система и 
т.д.) действительно имеет требуемое чис-
ло решений.  

Замечание. Последний этап заключа-
ется либо в доказательстве существова-
ния требуемого числа решений, либо в 
его опровержении. 

Приведенный алгоритм является об-
щим и для решения уравнений и нера-
венств, а также систем уравнений и нера-
венств с одним или несколькими пара-
метрами.  

преобразование  )( хx   или )( уу   

Выражения, инвариантные относи-
тельно преобразования )( хx   или 

)( уу  , называют симметричными от-
носительно знака переменной x , или пе-
ременной у . В этом случае графики вы-
ражений симметричны относительно оси 
у  или оси x  соответственно. 

При решении уравнений (неравенств, 
систем уравнений или неравенств) ис-
пользуют следующие утверждения.  

Утверждение 1. Если выражение )(xf  – 
инвариантно относительно преобразо-
вания )( хx   и уравнение 0)( xf  
имеет корень 0x , то число 0x  также 
корень этого уравнения. 
Утверждение 2. Если выражение 

);( yxF  инвариантно относительно пре-
образования )( хx   и уравнение 

0);( yxF  имеет решение );( 00 yх , то и 
пара чисел );( 00 yх  также решение 
этого уравнения. 
Утверждение 3. Если выражение 

);( yxF  инвариантно относительно пре-
образования )( уу   и уравнение 

0);( yxF  имеет решение );( 00 yх , то и 
пара чисел );( 00 yх   также решение 
этого уравнения. 

Для четных функций )(xfy   выра-
жение )(xf  симметрично относительно 

знака переменной x . Как известно, гра-
фик четной функции симметричен отно-
сительно прямой 0x . Если для выра-
жения )(xf  выполняется равенство 

)()( xafaxf  , т.е. график функции 
)(xfy   симметричен относительно пря-

мой ax  , то удобнее сделать замену 
tax  , чтобы рассматривать четную 

функцию )(tf . 
При исследовании на «симметрию от-

носительно знака» в выражении ),( yxF  
для пары ),( yx  проверяются подстанов-
кой в него пары ),( yx , ),( yx  , 

),( yx  . Если при подстановке пар 
),( yx  и ),( yx  выражение не меняется, 

то говорят, что наблюдается «симметрия 
относительно знака» переменной x ; для 
пар ),( yx  и ),( yx   – «симметрия отно-
сительно знака» переменной y ; для пар 

),( yx  и ),( yx   – «симметрия относи-
тельно знаков» обеих переменных.  

Пример 48. (ЕГЭ 2010, С5). Найти 
все значения a , при каждом из которых 
уравнение  

|4||4|)4( 22  axaxax  

имеет единственный корень. 
Решение. При каждом конкретном 

значении параметра a  функции 
22 )4()(  axxf  и  |4|)( axxg  

|4|  ax , входящие в левую и правую 
части уравнения, являются четными, по-
скольку выполняются условия: 

1. они определены на всей числовой 
прямой (области определения симмет-
ричны относительно начала координат); 

2.  22 )4()()( axxf  
)()4( 22 xfax  , 

 |4||4|)( axaxxg  
)(|4||4| xgaxax  . 

Следовательно, если число 0x  корень 
уравнения )()( xgxf  , то число 0x  
также будет являться корнем этого урав-
нения. Условие единственности будет 
выполняться, если 0x  – корень урав-
нения )()( xgxf  и других корней нет. 
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Подставив в исходное уравнение зна-
чение 0x , получим уравнение относи-
тельно параметра a : 

 |4||4|)4( 2 aaa









.02|4|

,0|4|
0|4|2)4( 2

a
a

aa  

Отсюда получаем три значения пара-
метра 6a , 4a  и 2a . 

Пусть 6a . Подставив 6a  в ис-
ходное уравнение, получим 

|2||2|42  xxx . Правая часть 
этого уравнения после раскрытия на про-
межутках модулей имеет вид 














.2если,2

,22если,4
,2если,2

|2||2|
xx

x
xx

xx  

Уравнения xx 242   и xx 242   
не имеют корней, а уравнение 442 x  
имеет единственный корень 0x , удов-
летворяющий условию 22  x . 

Пусть 2a . Подставив это значение 
параметра в исходное уравнение, опять 
получим уравнение  

|2||2|42  xxx , 
имеющее единственный корень 0x . 

Пусть 4a . Подставив это значение 
параметра в исходное уравнение, полу-
чим  










2||
,0||

||22

x
x

xx  

2,2,0  xxx . 
Значение 4a  не соответствует ус-

ловию задачи. 
Ответ: 2,6  . 

Замечание. Другое решение данного 
примера см. в разделе «Функционально-
графические методы». 

Пример 49. (МГУ, 1999). Найти все 
значения параметра а, при которых 
уравнение 

12
12

)12( 2 

 aax

x

x

 

имеет нечетное число решений.  

Решение. Данное уравнение инвари-
антно (неизменно) при замене x  на x  
(докажите). Поэтому, если число 0x  яв-
ляется корнем исходного уравнения, то 
число 0x  также будет корнем. Вследст-
вие этого, количество корней может быть 
нечетным только в случае, когда среди 
корней находится число .00 x  

Подставляя в исходное уравнение 
,0x  получаем уравнение относительно 

а:  ,1|2| 2  aa    ,01|| 2 a  .1|| a  
1. Если 1a , то исходное уравнение 

примет вид  

.22
12

)12(





x

xx  

Оно распадается на два уравнения: 

0
12

)12(





x

xx   или  .4
12

)12(





x

xx  

Первое уравнение имеет один корень 
.0x Второе уравнение разрешим отно-

сительно x2  ( 4x не является корнем 
этого уравнения): 

4
42





x
xx  или .

4
812



x

x  

Показательная функция xy 2  монотон-
но возрастает от 0 до   и ее график 
проходит через точку )1;0(  (см. рис. 4). 
Дробно-линейная функция возрастает на 
промежутках )4;(   и ).;4(   Ее 

Рис. 4 
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график – гипербола, проходящая через 
точку ),1;0(   с вертикальной асимптотой 

4x  и горизонтальной асимптотой 
.1y Второе уравнение не имеет корней. 

В этом случае исходное уравнение имеет 
ровно 1 корень. 

2. Случай 1a  рассмотрите само-
стоятельно. 

Ответ: 1a  или  1a . 

Пример 50. (МГУ, 1995). Найти все 
значения параметра a , при которых не-
равенство 

xa
xxax

2cos
161622cos

2
2




  

имеет единственное решение? 
Решение. Приведем данное неравен-

ство к следующему виду 

0
2cos

)162cos( 22





xa

xxa . 

Так как функция  

xa
xxaxf
2cos

)162cos()(
22




  

является четной, то необходимым усло-
вием единственности решения неравен-
ства 0)( xf  является наличие решения 

0x . При 0x  имеем  

0
1
)3()0(

2






a

af . 

Последнее неравенство выполняется при 
3a  или 1a . 

Проверим достаточность. 
При 3a  знаменатель 02cos3  x , по-
этому получаем 

0)162cos3( 22  xx   
или 

162cos3 2  xx . 

Так как 42cos3  x  и 4162 x , то  

.0
0

12cos

;416

,42cos3
2



















x

x
x

x

x
 

При 1a  имеем неравенство 




 0
2cos

)162cos( 22

xa
xxa  

0)162cos( 22  xxa , 
которое выполняется при всех Rx . 

Ответ: 3. 
Пример 51. (ЕГЭ-2011, демонстра-

ционный вариант, С5). Найти все зна-
чения параметра a , при каждом из ко-
торых система уравнений  











4
|,|2)1(

22

4

yx
xyxa

 

имеет единственное решение. 
Решение. Заметим, что если пара чи-

сел ),( 00 yx  является решением данной 
системы уравнений, то пара ),( 00 yx  – 
также ее решение. Следовательно, для 
единственности решения необходимо, 
чтобы выполнялось равенство 00 xx  , 
т.е. 00 x . Подставив это значение неиз-
вестной x  в систему, получим: 


































.2
,0

;2
,4

4
,2

2

y
a

y
a

y
ya

 

Допустимыми значениями параметра 
являются лишь значения 0a  и 4a . 

Пусть 0a . Тогда исходная система 

уравнений примет вид: 








.4
,2||

22 yx
xy

 

Подставив y  из первого уравнения 
системы во второе, получим  

4)2|(| 22  xx  или ||22 xx  . 

Это уравнение имеет три корня ,0x  
2x  и 2x . Следовательно, при 0a  

данная в условии система уравнений 
имеет три пары решений ),2;0(   )0;2(  
и )0;2( .  

Пусть 4a . Тогда исходная система 
уравнений примет вид:  











4
|,|2)1(4

22

4

yx
xyx

  

или  











.4
,2||4

22

4

xy
xxy
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Из первого уравнения полученной 
системы следует 2y , а из второго 

2|| y . Следовательно, если система 
имеет решение, то это пары вида )2,(x . 
Подставляя 2y  в систему, получаем  

0
0

,0||4
2

4











x

x
xx

. 

Следовательно, при 4a  решение 
)2;0(  исходной системы уравнений 

единственное. 
Ответ. 4a . 

Пример 52. Найдите все значения па-
раметра a , при которых система урав-
нений  
















2

234

4

3

,08292
3)1(

xay

aaaa
yaax

 

имеет ровно три различных решения. 
Решение. Система имеет смысл при 

значениях параметра 3a . Поскольку 
переменная x  входит в каждое уравнение 
системы в четной степени, то заметим, 
что если пара чисел 0 0( , )x y  является ре-
шением данной системы уравнений, то 
пара 0 0( , )x y  – также решение. Следова-
тельно, для того, чтобы система имела 
нечётное число решений необходимо, 
чтобы 0 0x x  , т.е. 0 0x  . Подставив 

0x  в систему, получим: 

















;0
,0829

23)1(
2

34

y
aa

aayaa

.08292 234  aaaa  
Решив полученное уравнение относи-

тельно a , найдем допустимые значения-
ми параметра. Рассмотрев целые делите-
ли свободного члена многочлена 

8292 234  aaaa , заметим, что 
1a  и 2a  есть его корни. Используя 

схему Горнера, получим  

 1 2 9  2  8 
1 1 3 6  8  0 
2 1 5 4  0  

Отсюда следует, что  

 8292 234 aaaa  
 )45)(2)(1( 2 aaaa  

)4)(2()1( 2  aaa ,  

т.е. допустимыми являются значения 
,1a  2a . Значение 4a  не удовле-

творяет условию 3a . 
Проверим, какие из полученных значе-

ний параметра являются достаточными. 
Пусть 1a . Тогда исходная система 

уравнений примет вид:  











.2
,0
2

4

xy
x

 

Полученная система будет иметь 
единственное решение )0;0( . 

Пусть 2a . Тогда исходная система 
уравнений примет вид:  






















2

24

2

4

5

,05

5

,05

xy

xx

xy

yx
 












.5

,0)5(
2

22

xy

xx
 

Полученная система имеет три реше-
ния )0;0( , )55;5(  и )55;5( . 

Ответ: 2a . 

Пример 53. (Пробный вариант № 52 
от ФЦТ, ЕГЭ 2011, декабрь). Найти все 
значения параметра a , при каждом из 
которых система  











)2(8))((
,012||8

2

2

xayayx
yxx

 

имеет ровно 8 решений. 
Решение. 1-й способ. Данная система 

равносильна следующей системе 











.)4(
|,|4)4(

222

2

ayx
yx

  

Заметим, что данная система уравне-
ний обладает «симметрией относительно 
знака» переменной y . Из равенства ле-
вых частей уравнений системы, при ус-
ловии, что их правые части неотрица-
тельны, следует 
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







44
|,|422

y
yay

 













44

,
4

15
4
1|| 22

y

ayy
 

















 



.44

,
4

15
2
1|| 2

2

y

ay  

Уравнение  




















 

0
4

15

,
4

15
2
1||

4
15

2
1||

2

2

2
2

a

ay
ay  

будет иметь четыре различных решения 
относительно y  при выполнении усло-
вий 






























2
1

4
15

,
4

15

0
4

15
2
1

,0
4

15

2

2

2

2

a

a

a

a
 















2
2
15

2
152

a

a
. 

Отметим, что значения y , получаемые 
в процессе решения при найденных зна-
чениях a , будут удовлетворять условиям 








0
,44

y
y

 поскольку при этих a  из 

неравенства 
2
1

4
152 a  следует 

1
4

15
2
1|| 2  ay .  

Для каждого полученного решения 0y  
такого, что 0||4 0  y , уравнение 

||4)4( 0
2 yx   будет иметь два раз-

личных решения относительно x , а, сле-
довательно, исходная система будет 
иметь 8 решений.  

Решение. 2-й способ. Покажем, что 
восемь различных решений – это макси-
мальное количество решений данной 

системы. Действительно после исключе-
ния переменной x  из системы  










222

2

)4(
|,|4)4(
ayx

yx
 

получим уравнение  

04)( 22  atttf , (*) 

где ty || . Квадратное уравнение (*) 
имеет максимум два различных корня 
при условии 0)4(41 2  aD . Если 
корни положительны (при условии 

04 2
21  att  и 0121  tt ), то из 

уравнения ty ||  получим четыре раз-
личных числа для переменной у. Каждо-
му  из четырех значений y  будет соот-
ветствовать максимум два различных 
значения x  из уравнения ||4)4( 2 yx   
при условии 0||4  y  или 4t , т.е.  








4
0)4(

вt
f

 

Запишем все условия вместе  










































4
2
1

,016
,04

,0)4(41

4
,0)4(

,0
,0

2

2

2

21
a

a
a

t
f
tt

D

в

 

4
4

15

4

,
4

15
2

2

2











 a

a

a
. 

Отсюда получаем ответ. 

Ответ. 
















 2;

2
15

2
15;2 . 

преобразование  );();( хyyx    

При исследовании выражения );( yxF  
на «симметрию относительно переста-
новки переменных» для пары ),( yx  про-
веряется пара ),( xy  подстановкой в ис-
ходное выражение.  

В некоторых выражениях наблюдает-
ся «симметрия» относительно и переста-
новки переменных и изменения у них 
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знака. В этих случаях для пары ),( yx  
проверяются подстановкой в исходное 
выражение пары ),( xy , ),( xy  , 

),( xy  . 
При решении уравнений (неравенств, 

систем уравнений или неравенств) ис-
пользуют следующее утверждение.  

Утверждение 4. Если выражение 
);( yxF  – инвариантно относительно 

преобразования уx   и ху   и урав-
нение 0);( yxF  имеет решение );( 00 yx , 
то пара чисел );( 00 xy  также решение 
этого уравнения. 

Пример 54. Найти все значения пара-
метра a , при которых система нера-
венств 











3
,3

2

2

yayx
xaxy

 

имеет единственное решение. 
Решение. Заметим, что если при неко-

тором значении параметра a  пара чисел 
),( 00 yx  является решением данной сис-

темы неравенств, то пара ),( 00 xy  – также 
решения, поскольку при подстановке 
второй пары уравнения системы остают-
ся теми же, но меняются местами. Следо-
вательно, необходимым условием един-
ственности решения является совпадение 
этих пар. Если ),(),( 0000 xyyx  , то 

00 yx  . 
Подставляя 00 yx   в систему, полу-

чим, что каждое неравенство примет вид  

03)1(3 0
2
0

2
000  xaxxaxx , 

которое будет иметь единственное реше-
ние в случае, если дискриминант D  со-
ответствующего квадратного трехчлена 
равен 0 , т.е. 012)1( 2  aD . Решая 
уравнение 12)1( 2 a , получаем два 
значения параметра 321a  и 

321a .  
Подставляя 321a  в систему не-

равенств, получаем  












3)321(

,3)321(
2

2

yyx

xxy
 












.03)321(

,03)321(
2

2

xyy

yxx
 

Сложив левые части и правые части 
неравенств системы, получим 

 063232 22 yyxx  
 0)332()332( 22 yyxx

0)3()3( 22  yx . 

Отсюда следует, что система имеет 
единственное решение 3x  и 

3y . 
Аналогично действуя, получим, что 

при 321a  система имеет единст-
венное решение 3x  и 3y . 

Ответ. 321 . 

Пример 55. (МФТИ, 2009). Найти 
при каких значениях параметра a  имеет 
единственное решение система уравне-
ний 











.0
,0

2

2

ayx
ayx

 

Решение. Заметим, что если при неко-
тором значении параметра a  пара чисел 

),( 00 yx  является решением данной сис-
темы уравнений, то пара ),( 00 xy   – 
также решения. Следовательно, необхо-
димым условием единственности реше-
ния является совпадение этих пар. Если 

),(),( 0000 xyyx  , то 00 yx   или 

00 xy  . 
Подставляя 00 xy   в систему, полу-

чим, что каждое уравнение системы при-
мет вид  

axaxx  25,0)5,0(0 2
00

2
0 . 

При 25,0a  уравнение имеет два дейст-
вительных корня; при 25,0a  не имеет 
действительных решений, а при 25,0a  
– единственное решение 5,00 x  и то-
гда 5,00 y .  
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Проверим, что условие 25,0a  явля-
ется достаточным для данной задачи. 
Подставляя 25,0a  в систему уравне-
ний, получаем  











.025,0
,025,0

2

2

yx
yx

 

Сложив левые части и правые части 
уравнений, получим 

 05,022 yyxx  
 0)25,0()25,0( 22 yyxx  

0)5,0()5,0( 22  yx . 

Отсюда следует, что система имеет 
единственное решение 5,0x  и 5,0y . 

Ответ: 0,25. 
Пример 56. Определить все значения 

параметра a , при которых система 
уравнений  











.12)(
,25

2

22

yx
ayxyx

 

имеет ровно два решения, и при найден-
ных значениях параметра решить сис-
тему уравнений. 

Решение. Пусть пара чисел ),( 00 yx  
является решением данной системы урав-
нений. Так как многочлены 22 yxyx   
и 2)( yx   являются симметрическими 
относительно переменных x  и y , то па-
ры ),( 00 yx  , ),( 00 xy  и ),( 00 xy   – 
также решения. Заметим, что пары 

),( 00 yx  и ),( 00 yx   различны. Иначе 
получаем, что ,000  xx  000  yy , 
но пара )0;0(  не удовлетворяет второму 
уравнению системы. Аналогично, раз-
личны пары ),( 00 xy  и ),( 00 xy  .  

Следовательно, для того, чтобы систе-
ма имела два решения необходимо, что-
бы пара ),( 00 yx  совпадала с парой 

),( 00 xy  или парой ),( 00 xy  . Второй 
случай невозможен, иначе из второго 
уравнения системы получаем 

12)( 2
00  xx .  

Если совпали пары ),( 00 yx  и ),( 00 xy , 
то пары ),( 00 yx   и ),( 00 xy   также 
совпадут. Из совпадения пар ),( 00 yx  и 

),( 00 xy , получаем 00 yx  . Подставим в 

систему: 










.124

,25
2
0

2
0

x
ax

 Отсюда, 32
0 x  и 

1a . Проверим, является ли значение 
1a  достаточным. 

Пусть 1a . Тогда исходная система 
уравнений примет вид:  





















;122
,3

;12)(
,3

22

22

2

22

yxyx
yxyx

yx
yxyx

 










.6
,3
22 yx

xy
 

Заметим, что переменные x  и y  одно-
го знака. Тогда возведя первое уравнение 
в квадрат, получим  






















22

24

22

22

6
,096

6
,9

yx
yy

yx
yx

 












.6
,0)3(

22

22

yx
y

 

Эта система имеет две пары решений 
)3,3(  и )3,3(  . 

Ответ: два решения )3,3(  или 
)3,3(   при 1a . 

Пример 57. (МГУ, 1986). Найти все 
значения а, при каждом из которых сис-
тема  











12449

||7|1|1
22 xaxy

yx
 (1) 

имеет ровно четыре различных решения.  

Решение. Запишем систему в виде  

   









.4|1|||7

,1|1|||7
44

axy

xy
 (2) 

Обозначим  

,|1| ux   vy ||7 , (3) 

где  0u  и .0v  (4)  
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Получим систему уравнений  









.4
,1

44 avu
vu

 (5) 

Если ),( 00 vu  – какое-либо решение сис-
темы (5), удовлетворяющее неравенствам 

0,0 00 u , то из формул (3) следует, 
что исходная система будет иметь четыре 
различные решения 

.
7

;1,
7

;1

,
7

;1,
7

;1

2
02

0

2
02

0

2
02

0

2
02

0







































vuvu

vuvu
 (6) 

Так как ),( 00 u  – решение системы (5), 
удовлетворяющее неравенствам ,00 u  

00  , то из формул (3) следует, что ис-
ходная система будет также иметь четыре 
различные решения: 

.
7

;1,
7

;1

,
7

;1,
7

;1

2
02

0

2
02

0

2
02

0

2
02

0







































uvuv

uvuv
 (7) 

Чтобы исходная система имела четыре 
различные решения, необходимо для 
восьми пар чисел (6) и (7) поставить одно 
из условий: ,00 u  или ,00 v  или 

.00 vu   
Пусть ,0u  тогда из системы (5) име-

ем 1  и 
4
1

a . 

Пусть ,0  тогда из системы (5) име-

ем 1u  и 
4
1

a . 

Пусть ,u  тогда из системы (5) име-

ем 
2
1

u  и 
32
1

a . 

Рассмотрим систему (5) при 
32
1

a   











.
8
1

,1

44 vu

vu
 (8) 

Обозначив ,uvt   будем иметь 

,212)( 222 tuvvuvu   
 2222244 2)( vuvuvu  

.2412)21( 222 tttt   

Следовательно, t удовлетворяет квадрат-

ному уравнению ,
8
1241 2  tt  т.е. 

уравнению .0
8
742 2  tt  Это уравне-

ние имеет два корня 
4
1

1 t  и 
4
7

2 t . Нас 

интересуют неотрицательные решения  
vu,  системы (8). Из первого уравнения 

(8) следует, что должны выполняться не-
равенства ,10,10  vu  и, значит, 

.1t  Следовательно, 
4
1

t  и все неотри-

цательные решения системы (8) содер-
жатся среди решений системы  











.
4
1

,1

uv

vu
 

Решая эту систему, находим, что она 

имеет единственное решение ,
2
1

u  

.
2
1

v  Эта пара удовлетворяет системе 

(8). Для нее среди решений (6), (7) ис-
ходной системы имеется ровно четыре 

различных .
28
1;

4
3,

28
1;

4
5







 






   Решая 

также систему (5) при 
4
1

a , убежда-

емся, что она имеет только два решения 
)1;0(  и )0;1( в неотрицательных числах. 

Для них среди решений (6), (7) исходной 
системы имеется ровно четыре различ-

ных ),0;0(  ),0;2(  .
7
1;1 





   

Ответ: 
4
1;

32
1

 aa . 
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преобразование  )(хgx    

Если выражение )(xf  не меняется при 
замене x  на некоторое выражение )(xg , 
то при решении уравнений используют 
следующее утверждение.  

Утверждение 5. Если выражение )(xf  – 
инвариантно относительно преобразо-
вания )(хgx   и уравнение 0)( xf  
имеет корень 0x , то число )( 0xg  также 
корень этого уравнения. 

Пример 58. (МГУ, 1998). Найти все 
значения параметра а , при которых 
уравнение  

0
4
51cos2 2

2
1

2
2 







 
 a

x
xax

x

 

имеет единственное решение. 

Решение. Если ненулевое число 0x  
является решением данного уравнения, 

то число 
0

1
x

 также решение этого урав-

нения (покажите).  

Равенство 
0

0
1
x

x   является необходи-

мым условием единственности решения 
данного уравнения. Из уравнения  

0
0

1
x

x   получаем 10 x  или 10 x . 

Если 1x , то из данного уравнения 

получим 0
4
32  aa , то есть 

2
3

a  

или 
2
1

a . 

При 1x  из данного уравнения имеем 

уравнение 0
4
32  aa , не имеющее 

корней. 
Проверим достаточность полученных 

значений  a .  

Пусть 
2
1

a , тогда исходное уравне-

ние примет следующий вид 








 


x
xx

x 1cos
2
112

2
1

2
2 . 

Последнее уравнение имеет бесконеч-
ное множество решений (рассмотрите 
графики). 

Пусть 
2
3

a , тогда имеем 








 


x
xx

x 1cos
2
312

2
1

2
2 . 

Из неравенства 1
1

21 2 


x
x  (дока-

жите) имеем неравенство 
2
12 21

2

 x
x

, а 

значит, 
2
312 21

2

 x
x

 при всех значениях 

x . Правая часть последнего уравнения  

2
31cos

2
3 2








 
x

x  

при всех 0x . 

Отсюда получаем  

1

2
31cos

2
3

,
2
312

2

1
2

2




















 



x

x
x

x
x

. 

Ответ: 
2
3

a . 

2. Функциональные методы  
решения 

Наличие свойств (ограниченность, мо-
нотонность и т.д.) функций, входящих в 
уравнения (неравенства) позволяет при-
менить нестандартные методы решения к 
стандартным по формулировке задачам. 

2.1. Использование непрерывности 
функции 

Выше были рассмотрены задачи, в ко-
торых были использованы свойства квад-
ратичной функции для решения нера-
венств, либо использован метод интерва-
лов. В данном разделе еще раз подробно 
остановимся на методе интервалов. 
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метод интервалов 
Пример 59. (МГУ, 2003). Найти все 

значения параметра b, при каждом из 
которых отрезок ]1;3[   целиком со-
держится среди решений неравенства  

0
2
3





xb
bx . 

Решение. Неравенство перепишем так:  

0

2

3





bx

bx  или .0
2

)3()( 





 

bxbxxf  

На рис. 5 расставлены знаки )(xf  на 
числовой прямой в зависимости от вза-

имного расположения точек 
2
bx   и 

bx 3 . 
Условие задачи выполняется, если для 
квадратичной функции имеет место 


























b

b

bb

31
2

3

3
2

  или  


























2
1

33

3
2

b
b

bb

 

Отсюда получаем значения 






 0;

3
1)6;(b  или  .0b  

Ответ: 





  ;

3
1)6;( . 

метод рационализации 
Пример 60. (ЕГЭ, 2003). Найдите все 

значения параметра а, при которых об-
ласть определения функции  

   54log32lg xaxay ax x

    



 18log210
ax

ax x  

содержит ровно одно целое число.  

Решение. 1. По определению лога-
рифма выражение, стоящее под знаком 
логарифма, больше нуля. Преобразуем 
это выражение. 

    
 18log21054log32 axxaxa

axax xx

 545455 aaaxaxaa xx

))(( 554 xaaa x  . 

2. Неравенство 0))(( 554  xaaa x  
или 0))(( 554  axaa x  заменим равно-
сильным 

0))(4)(1(  axxa , 

используя метод рационализации. 
3. Пусть 1a , тогда получаем ложное 

неравенство 00  . Если 10  a , то не-
равенство имеет вид 0))(4(  axx . 
Так как a4 , то решения последнего 
неравенства );4();0( a  содержат 
бесконечно много целых чисел. 

Пусть 1a , тогда имеем неравенство 
0))(4(  axx , решением которого яв-

ляется промежуток )4;(a  или );4( a . Зна-
чение 4a  не удовлетворяет условию 
задачи. Чтобы интервал )4;(a  содержал 
ровно одно целое число 3, поставим ус-
ловие 32  a . Для интервала );4( a  по-
ставим условие 65  a , чтобы он со-
держал ровно одно целое число 5. 

Ответ: ]6;5()3;2[  . 

2.2. Использование ограниченности 
функции 

Для использования ограниченности 
функции необходимо уметь находить 
множество значений функции и знать 
оценки области значений стандартных 
функций (например, 1sin1  x , 

0x  и т.д.). 

метод оценки 
Иногда уравнение (неравенство) 

)()( xgxf   устроено так, что на всей 
ОДЗ неизвестной имеют место неравен-
ства  f x A  и  g x A  при некотором 
А. В этом случае: 

а) решение неравенства )()( xgxf   
или уравнения )()( xgxf   сводится к 

x

x

b


b


3b

3b


+

 
Рис. 5 
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нахождению тех значений x , для кото-
рых одновременно  f x A  и Axg )( ; 

б) решение неравенства )()( xgxf   
сводится к нахождению тех решений не-
равенства Axf )( , для которых опреде-
лена функция )(xg . 

Пример 61. Определить количество 
решений уравнения  

x
xax 1sin2   

в зависимости от параметра а. 
Решение. Оценим левую часть урав-

нения 2sin22  ax . Так как 

21


x
x  при 0x  и 21


x

x  при 

0x , то исходное уравнение равносиль-
но совокупности двух систем. 

(I) ,
,1

,2
2
1

,21
,2sin2

Z




















n

x

na

x
x

ax
 

(II) .
,1

,2
2
1

,21
,2sin2

Z




















n

x

na

x
x

ax
 

Ответ: при ,,2
2
1 Z nna  один ко-

рень, при ,,2
2
1 Z nna  нет решений. 

Пример 62. (МГУ, 1988). Найти наи-
большее значение параметра b, при ко-
тором неравенство  

  



168

168 2
25

xx
bxxb  

xb  cos
3
2  

имеет хотя бы одно решение. 

Решение. При 0b  неравенство вы-
полняется. Пусть .0b  Преобразуем 
данное неравенство  

xb
xb

xbbb 









 cos
3
2

)4(
1)4( 2

2  

или  

.cos
3
2

)4(
1)4( 2

2 x
xb

xbb 









  

Так как сумма двух взаимно обратных по-
ложительных величин не меньше 2, то ле-
вая часть не меньше b2 . Правая часть не 

больше .
3
2  Следовательно, чтобы данное 

неравенство имело хотя бы одно решение, 
необходимо выполнение условия 

,
3
22 b  .

9
1

b  Наибольшее значение 

.
9
1

b  Если ,
9
1

b  то левая часть послед-

него неравенства не меньше ,
3
2  а правая 

часть не больше .
3
2  Значит, левая и пра-

вая части равны .
3
2  Левая часть достигает 

наименьшего значения при условии 

2
2

)4(
1)4(



xb

xb  или ,81)4( 4 x  

1x  или 7x . При этих значениях x  

правая часть равна .
3
2   Ответ: 

9
1 . 

неотрицательность функции 
Пусть левая часть уравнения (неравен-

ства) 0)( xf  есть сумма нескольких 
функций )(...)()()( 21 xfxfxfxf n , 
каждая из которых неотрицательна для 
любого x  из области ее определения. То-
гда неравенство 0)( xf  или уравнение  

0)( xf  равносильно системе уравнений 
















.0)(
...............

,0)(
,0)(

2

1

xf

xf
xf

n

 

а неравенство 0)( xf  сводится к нахо-
ждению области определения функции 

)(xf . 

Пример 63. (МГУ, 1995). Найдите все 
значения параметра а, при которых 
уравнение  

 37)||6(12)||6( 222 axxaxx  

a



18cos  

имеет ровно два решения.  
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Решение. Данное уравнение приведем 
к виду 

018cos1)6||6( 22 





 


a
axx . 

Так как в левой части последнего 
уравнения стоит сумма неотрицательных 
выражений, то уравнение равносильно 
системе 















018cos1

,06||62

a

axx
 
































.,9
,33||

,3

,,218
,3)3|(| 2

Z
Z

n
n

a

ax

a

nn
a

ax
 

Уравнение 33||  ax  системы 
имеет ровно два корня в двух случаях. 

1. Пусть 3a , тогда уравнение 

n
93   выполняется при 3n . 

2. Если 033  a , то имеем 6a .  

Из неравенства 69


n
 получаем одно 

целое значение 1n , при этом 9a . 

Ответ: –3; 9. 

наибольшее и наименьшее  
значения функции 

В некоторых задачах нахождение наи-
большего или наименьшего значений 
функции является необходимым элемен-
том решения. 

Пример 64. (МГУ, 2005). Найти все 
значения а, при каждом из которых 
уравнение  

1934  xaxxx  

имеет хотя бы один корень.  
Решение. Запишем уравнение в виде  

04319  xaxxx . 

Непрерывная функция  

xaxxxxf 4319)(  : 

1) неограниченно возрастает при ,1x  
так как при любом раскрытии модулей 
имеем 

,3499)( mkxaxxxxxf   

где 01449 k . 
2) убывает при ,1x так как при лю-

бом раскрытии модулей имеем 
,3499)( mkxaxxxxxf   

где 09449 k . 
Следовательно, 1x  – точка миниму-

ма функции f, а область ее значений есть 
множество ).);1([ f  Поэтому уравне-
ние будет иметь корень тогда и только 
тогда, когда .0)1( f  

Решим это неравенство: 

;413  a   

;4314  a  ;71 a  
;717  a  .68  a  
Ответ: .68  a  

Пример 65. (МИОО, 2010). Найти все 
значения а, при каждом из которых не-
равенство  

xaxx 2321   

выполняется для любого х. 
Решение. Неравенство преобразуется 

к виду ,3)( xf  где  

.221)( xaxxxf   

Точки 1  и a  разбивают числовую 
прямую на интервалы, на каждом из ко-
торых функция )(xf  совпадает с линей-
ной (при любом раскрытии знаков моду-
ля). На левом интервале ( axx  ,1 ) 
функция принимает вид )(xf  

12  ax  и является убывающей. На 
правом интервале ( axx  ,1 ) функ-
ция принимает вид 125)(  axxf  и 
является возрастающей. Это означает, 
что функция ограничена снизу. График 
функции представляет ломаную линию, 
состоящую из частей прямых. Точки 1  
и a  являются точками излома, поэтому 
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в этих точках функция может принимать 
наименьшее значение. 

Все значения функции )(xf  больше 3 
тогда и только тогда, когда  








3)(
,3)1(

af
f

   










321

,3212

aa

a
     












321

,
2
51

aa

a
  




























321
,321

,5,21
,5,21

aa
aa

a
a

   

  

































3
2
,4

,5,1
,5,3

a

a

a
a

   .5,1a  

Ответ: )5,1;(  . 

Пример 66. (МГУ, 1988). Найти все 
значения параметра а, при каждом из 
которых для любого значения x  выпол-
няется неравенство  

3coscossin2sin3 22  axxxax . 

Решение. Упростим подмодульное 
выражение  

 axxxaxxf 22 coscossin2sin3)(







 axxax
2

2cos12sin
2

2cos13

 axxa 22cos2sin
,2)2sin(12 axa    

где .
1

arccos
2 


a

a  

Для выполнения условия задачи необ-
ходимо и достаточно, чтобы наименьшее 
(m) и набольшее (М) значения функции 

)(xf  удовлетворяли системе  







3
3

M
m

    










321

321
2

2

aa

aa
    

   










aa

aa

11

51
2

2

   

  



























01
)1(1

05
)5(1

22

22

a
aa

a
aa

   






.0

4,2
a
a

 

Ответ: ]0;4,2[ . 

Пример 67. (МИОО, 2011). При каких 
значениях параметра c  уравнение  

)2sin(3)2(cos2 1222 22   xxxx c  

имеет решения? 
Решение. Используя формулу пони-

жения степени, приведем уравнение к 
виду  

)2sin(3)22cos(1 122 22   xxxx c  
или 

1)2sin(3)2cos( 1212 22

  cxxxx . 

Пусть 12 2

2  xxt , где ]4;0(t , так как 
22 )1(212 22   xxx , а множество значений 

функции 2)1(2)(  xxf  есть проме-
жуток ]2;( . Тогда уравнение примет 
вид 

1sin3cos  ctt  
или 

2
1

3
cos 







 


ct . 

Полученное уравнение будет иметь ре-

шение, если число 
2

1c  будет принадле-

жать множеству значений функции 







 


3
cos t  на промежутке ]4;0( . 

Сделаем замену 
3


 tu . Тогда при 

40  t  получим 
3

4
3




 u . На про-

межутке 




 
 ;
3

 функция ucos  убывает и 

принимает все значения из промежутка 






 1;

2
1 , а на промежутке 



 


3

4;  

функция ucos  возрастает и принимает 
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все значения из промежутка 















 


3

4cos;1 .  

Так как 
3

5
333

4 










 




 , то 

2
1

3
5cos

3
4cos 









 

 . Следовательно, 

множество значений функции ucos  на 

промежутке 



 


3

4; , а значит и функ-

ции 





 


3
cos t  на промежутке ]4;0( , 

есть 






2
1;1 . 

Искомые значения c  найдем, решив 

неравенство 
2
1

2
11 




c . Отсюда 

21  c .   

Ответ: )2;1[ . 

2.3. Использование монотонности 
функции 

При использовании монотонности 
функций различают случаи, когда функ-
ции, стоящие в обеих частях уравнения 
(неравенства), имеют одинаковую моно-
тонность или разную монотонность. 

монотонность функции  
на множестве R 

Если функция )(tf  строго монотонна 
на R, то уравнение    )()( xgfxhf   
равносильно уравнению ).()( xgxh   

Если функция )(tf  строго возрастает 
на R, то неравенство    )()( xgfxhf   
равносильно неравенству ).()( xgxh   

Если функция )(tf  строго убывает на 
R, то неравенство    )()( xgfxhf   рав-
носильно неравенству ).()( xgxh   

Пример 68. (МГУ, 2004). Найти все 
значения параметра  4;4p , при ко-
торых неравенство 

  02)3)(1()2(  xpxp  

выполняется при любых 0x .  

Решение. Если ,2p  то получается 
линейное неравенство  

.03)1(  pxp  

По условию оно должно выполняться 
при любых 0x , в частности при .0x  
Отсюда .3p  С другой стороны при 

3p  неравенство действительно спра-
ведливо для всех 0x . Таким образом, 

.43  p  
При 2p  исходное неравенство не 

выполняется при всех значениях x . При 
2p  неравенство принимает вид 

.03)1(  pxp  Если ,1p  то линей-
ная функция  3)1()(  pxpxf  воз-
растает, поэтому для всех 0x  неравен-
ство 0)( xf  выполняться не может. Ес-
ли ,1p  то 02)( xf  для всех x , в 
том числе и для 0x . 

Наконец, для 1p  линейная функция 
3)1()(  pxpxf  убывает и при 

0x  принимает значение 
.03)0(  pf  Значит, при 0x  нера-

венство тем более выполняется. 

Ответ:    4;31;4  . 

Пример 69. (2010, тренировочная 
работа МИОО, С5). Найти все значения 
a , при каждом из которых уравнение  

axxaxxax   8464 2452
 

не имеет действительных решений. 

Решение. Обозначим axxy 452  . 
Тогда axyx 452  . В новых обозна-
чениях уравнение примет вид 

yax axaxy 484564  , 
откуда  

yax yax 4433 33   . 
Рассмотрим функцию tttf 4)(  . В 

этом случае последнее уравнение примет 
вид 

)()33( yfaxf  . 

Функция tttf 4)(   определена при 
всех t  и является возрастающей на всей 
числовой прямой (как сумма двух возрас-
тающих функций). Тогда уравнение 
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)()33( yfaxf   равносильно уравне-
нию yax 33 . 

Выполнив обратную замену, получим  

axxax 4533 2    
или  

082  axx . 

Последнее уравнение, а значит и ис-
ходное уравнение, не имеет действитель-
ных решений, если его дискриминант от-
рицателен: 0482  a , т.е. при 16a .  

Ответ. 16a . 

монотонность функции  
на промежутке 

Если функция )(tf  строго монотонна 
на своей области существования – про-
межутке М, то уравнение 
   )()( xgfxhf   равносильно системе 













.)(
,)(
),()(

MgE
MhE

xgxh
  

Если функция )(tf  определена и явля-
ется возрастающей на своей области оп-
ределения – промежутке М, то неравен-
ство    )()( xgfxhf   равносильно сис-
теме 













,)(
,)(
),()(

MgE
MhE

xgxh
 

где )(hE  и )(gE  – множество значений 
функций )(xh  и )(xg  соответственно. 

Если функция )(tf  строго убывает на 
своей области определения – промежутке 
М, то неравенство    )()( xgfxhf   рав-
носильно системе 













,)(
,)(
),()(

MgE
MhE

xgxh
 

где )(hE  и )(gE  – множество значений 
функций )(xh  и )(xg  соответственно. 

Пример 70. В зависимости от значе-
ний параметра a  решить неравенство 

xaaax  98 . 

Решение. Данное неравенство можно 
представить в виде  

aaaxax  88  или )()( afxf  ,  

где функция tattf  8)(  возрастает 
на промежутке );8[  a . 

Отсюда имеем систему, равносильную 
данному неравенству 








.8
,

ax
ax

 

Рассмотрим несколько случаев для 
значений параметра а. 

1. Пусть 0a , тогда в условии не оп-
ределен корень a8  и не определено не-
равенство.  

2. Если 0a , то решением системы 
является 0x .  

3. При 0a  из системы неравенств 
получаем решение ];8[ aa . 

Ответ: если 0a , то 0x ; 
если 0a , то axa 8 . 

функции разной монотонности 
Уравнение )()( xgxf  , где )(xf  – 

возрастающая, а )(xg  – убывающая 
функции, либо не имеет решений (см. 
рис. 6а), либо имеет единственное реше-
ние (см. рис. 6б). 

Пусть на промежутке );( ba  заданы 

возрастающая функция )(xf  и убываю-
щая функция )(xg , причем 0x  – корень 
уравнения )()( xgxf  , принадлежащий 
промежутку );( ba . Тогда решение нера-
венства )()( xgxf   – все числа из про-

xO

y

y=g (x)

xO

y
y=g (x)

 
 а б 

Рис 6 
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межутка );( 0 bx , а решение неравенства 
)()( xgxf   – промежуток );( 0xa  (см. 

рис. 7). 

Пусть на промежутке );( ba  задана 
возрастающая функция )(xf  и 0x  – ко-
рень уравнения cxf )( , принадлежа-
щий промежутку );( ba . Тогда решение 
неравенства cxf )(  – все числа из про-
межутка );( 0 bx , а решение неравенства 

cxf )(  – промежуток );( 0xa  (см. рис. 8). 

Пример 71. (МИОО, тренировочная 
работа, 2011). Найти все значения пара-
метра a , при которых система  











xyx
xxya

2
,)2(log

2

22

 

имеет ровно два решения. 
Решение. Выразим из второго уравне-

ния 22 xxy   и подставим в первое 
уравнение  

2log yya  . 

Рассмотрим два случая. 
1. Пусть 10  a . Так как функция 

yz alog  убывает, а функция 2yz   
возрастает на промежутке )1;0( , то урав-
нение 2log yya   имеет на этом проме-
жутке не более одного корня. Определим 
знаки значений функции )(yf  

2log yya   на промежутке ]1;[ 2a   

02)(log)( 42222  aaaaf a  
и  

0111log)1( 2  af . 

Поэтому уравнение 2log yya   имеет на 
промежутке )1;0(  ровно один корень 0y .  

Тогда второе уравнение  

02 0
2  yxx  

имеет дискриминант 01 01  yD  и 
имеет два различных корня. Следова-
тельно, данная система уравнений имеет 
два различных решения. 

2. Пусть 1a . Если уравнение 
2log yya   имеет корни, то они больше 

1. Тогда уравнение 

02 0
2  yxx  

имеет дискриминант 01 01  yD  и не 
имеет действительных корней. 

Ответ: )1;0( . 

задачи вида xxff ))((  

Если функция )(xf  строго возрастает 
на некотором промежутке, то уравнения 

xxf )(  и xxff ))((  равносильны на 
этом промежутке. 

Пример 72. Найти все значения пара-
метра a , при которых уравнение  

axax   
имеет два различных корня. 

Решение. Данное уравнение приведем 
к виду  

xaax   или xxff ))(( , 

где axxf )(  возрастает на проме-
жутке );0[  . Значит, исходное уравне-
ние равносильно уравнению xax  . 

Исследование последнего уравнения 
(аналитическим или графическим спосо-
бом) предоставим читателю. 

Ответ: 




 0;

4
1 . 

a b x

y=f (x)

O

y

x0

y=g (x)

 
Рис. 7 

a b x

y=f (x)

O

y

x0

c

 
Рис. 8 
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2.4. Использование производной  
функции 

Пример 73. (ЕГЭ, 2003). Найти все 
значения p, при которых уравнение  

17
sin
22cos3 

x
px  

имеет корни. 

Решение. При условии 0sin x  дан-
ное уравнение приведем к следующему 
виду  

xpxx sin172sin)sin21(3 2   
или  

xxp sin10sin3 3  . 
Пусть tx sin , где ]1;0()0;1[ t . 

Функция tttp 103)( 3   является нечет-
ной и имеет производную  

109)( 2  ttp , 
причем 0)(  tp  на рассматриваемом 
множестве. Так как функция )(tp  убыва-
ет и непрерывна на промежутке )1;0( , то 
она принимает все значения из проме-
жутка )0;7[))0();1([ pp . 

В силу нечетности функции )(tp  
множество ее значений ]7;0()0;7[  . 
Следовательно, при всех значениях р из 
этого множества данное уравнение будет 
иметь решения. 

Ответ: ]7;0()0;7[  . 

Пример 74. В зависимости от значе-
ний параметра a  определить количест-
во различных решений системы уравне-
ний 











.025
,25)12(log

2

2

yxx
xxya  

Решение. Из первого уравнения сис-
темы получаем, что входящие в уравне-
ние выражения имеют смысл при 0a , 

1a  и 5,0y . Рассматривая второе 
уравнение как квадратное относительно 
x , получим, что оно имеет решение, если 
его дискриминант yD 825  будет не-

отрицательным. Отсюда 
8
25

y . 

Данная система равносильна смешан-
ной системе  











.
8
255,0

,22)12(log

y

yya

 

Обозначим 12  yt , тогда система 
примет вид  











.
4
210

,1log

t

tta

 

Заметим, что 1t  является корнем 
уравнения системы при всех допустимых 
значениях a .  

При 10  a  в левой части уравнения 
системы стоит убывающая функция, в 
правой – возрастающая. Следовательно, 
при 1t  10  a  полученная система 
имеет единственное решение, а тогда ис-
ходная система уравнений имеет два ре-
шения, так как при 1t  получаем 1y . 
Из уравнения 0252  xx  ему соот-

ветствуют два корня 
2

175
2,1


x .  

Пусть 1a . Рассмотрим функцию 

1log)(  tttf a  на промежутке 






4
21;0  

и определим количество корней уравне-
ния 0)( tf  на этом промежутке в зави-
симости от значений параметра a . 

Функция )(tf  дифференцируема при 
0t  и  

1
ln
11)( 
at

tf . 

Из уравнения 0)(  tf  получаем 

a
t

ln
1

 , 0)(  tf  при 
a

t
ln
10   и 

0)(  tf  при 
a

t
ln
1

 . Следовательно, 

точка 
a

t
ln
1

0  точка максимума функ-

ции )(tf .  
Заметим, что 10 t  при ea  , 10 t  

при ea  , и 10 t  при ea 1 . 
Если ea  , то 0)1()( 0  ftf  и 

функция )(tf  имеет единственный ко-
рень 1t . 
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Если ea  , то 10 t , а так как 
0)1( f , то 0)( 0 tf  (см. рис. 9). По-

скольку )(tf  при 0t , то на про-
межутке ),0( 0t  функция )(tf  имеет еще 
один корень. Следовательно, исходная 
система будет иметь еще два решения. 

Если ea 1 , то 10 t , а так как 
0)1( f , то 0)( 0 tf  (см. рис. 10).  

Найдем значение a , при котором 

0
4
21







f  из уравнения 1

4
21

4
21log a  

или 
4

17
4
21log a . Отсюда 

ea 





 17

4

4
21 . Соответственно 

0
4
21







f  при ea 






17

4

4
21 . Это зна-

чит, что на промежутке 







4
21,1  функция 

)(tf  имеет еще один корень. Следова-
тельно, исходная система будет иметь 
еще два решения. 

При 17
4

4
21






a  функция )(tf  имеет 

еще один корень 
4
21

t . Но в этом случае 

8
25

y  и уравнение 0
4
2552  xx  име-

ет единственное решение 
2
5

x . Значит, 

исходная система имеет три решения. 

Соответственно 0
4
21







f  при 

17
4

4
211 





 a . Это значит, что на про-

межутке 







4
21,1  функция )(tf  не имеет 

корней.  
Ответ: если 0a  или 1a , то  

решений нет;  

если 10  a  или 17
4

4
211 





 a , то  

два решения;  

если 17
4

4
21






a – три решения;  

если ea 





17

4

4
21  – четыре решения; 

если ea   – два решения;  
если ea   – четыре решения. 

3. Функционально-графические 
методы 

Встречающиеся задачи на исследова-
ние уравнения или неравенства с пара-
метром  а  можно записать в виде  

),(),( axgaxf  , (1) 

где символ   заменяет один из знаков 
=,  > ,  < ,   ,  . 

Так как основу уравнений и нера-
венств составляют выражения ),( axf  и 

),( axg , то в зависимости от того, какая 
роль отводится параметру в задаче (па-
раметр – фиксированное число, или па-
раметр – переменная), запись ),( axf  
рассматривается либо как семейство 
функций с переменной x , либо как вы-
ражение с двумя переменными x  и а. В 
соответствии с этим используется два ос-
новных графических приема решения по-
добных задач: первый – построение гра-
фического образа задачи на координат-
ной плоскости Oxy , второй – на коорди-
натных плоскостях Oxa  или Oax . 

t 

 f

f

t0



 
Рис. 9 

t 

 f

f

t0



 
Рис. 10 
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3.1. Координатная плоскость Oxy  

задачи вида axf )(  

При решении задач данного вида на 
координатной плоскости Oxy  изобража-
ют график функции )(xfy  . Тогда при 
заданном значении параметра a  множе-
ство решений уравнения axf )(  явля-
ется проекцией на ось абсцисс точек пе-
ресечения горизонтальной прямой ay   
с графиком функции )(xf , а множество 
решений неравенства axf )(  является 
проекцией на ось абсцисс всех точек 
прямой ay  , ординаты которых удовле-
творяют неравенству axf )( .  

Пример 75. Определите количество 
различных корней уравнения 

22 2334 aaxx   

в зависимости от параметра а. 
Решение. Рассмотрим взаимное рас-

положение графика функции 
34)( 2  xxxf  и прямой 

Aaaxg  223)(  на координатной 
плоскости Оху. Из рисунка 11 видно, что 
при 0A  графики не имеют общих то-
чек; если ,10  A  то графики имеют че-
тыре точки пересечения; две общие точки 
получаем при условии 0A  или .1A  

На рисунке 11 представлен случай, ко-
гда графики имеют ровно три общих точ-
ки. Данное уравнение имеет три различ-
ных корня, если выполняется условие 

.123 2  aaA  Отсюда 5,0a  или 
.1a  Аналогично находим значения  а  

для других случаев. 

Число раз-
личных 
корней 

0 2 

Условия 023 2  aa  







.123
,023

2

2

aa
aa

 

Ответ 
  0;  
  ;5,1  

   5,1;01;5,0   

 
Число раз-

личных 
корней 

3 4 

Условия 123 2  aa  







.123
,023

2

2

aa
aa

 

Ответ  1;5,0     5,1;15,0;0   

задачи вида axgxf  )()(  
и параллельный перенос графика вдоль 

оси Оу 
При решении задач данного вида ис-

пользуется семейство функций 
axgxga  )()( , графики которых отли-

чаются от графика функции )(xgy   
смещением вдоль оси Оу на а единиц 
вверх при ,0a  вниз – при .0a  

Пример 76. Найти все значения а, при 
каждом из которых функция 

axaxxf  2||22)(  

имеет ровно три нуля. 

Решение. Переформулируем задачу: 
найти все значения а, при каждом из ко-
торых уравнение axax  2||22   
имеет ровно три различных решений. 

При 0a  уравнение xx ||4  имеет 
один корень 0x .  

При 0a  построим графики функций 
2||22 axy   и axy  . Первая 

функция является кусочно-линейной и ее 
график (см. рис. 12) получается из графи-
ка функции ||4 xy   с помощью элемен-
тарных преобразований (параллельного 
переноса последнего вдоль оси ординат на 

22a  единиц вниз и симметричного отра-
жения наверх относительно оси абсцисс 
части графика функции 22||4 axy   

1

g(x)=3aa2

y

x2

1

O  
Рис. 11 
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расположенной ниже этой оси). Постро-
енный график (см. рис. 12) пересекает ось 

Ох в точках 







 0;

2

2aA  и 







0;

2

2aB , а ось 

Оy в точке )2;0( 2aC .  
Функция axy   задает прямую, па-

раллельную прямой xy  , пересекающую 
оси координат в точках )0;(a  и );0( a . 

Графики функций axy   и 
2||22 axy   пересекутся в трех точ-

ках тогда и только тогда, когда прямая 
axy   пройдет через точку А или точ-

ку С (см. рис. 12). Во всех остальных 
случаях количество точек пересечения 
графиков функций будет или больше, или 
меньше трех. Определим значения пара-
метра а в первом и во втором случае.  

Если прямая axy   проходит через 

точку А, то из уравнения aa


2
0

2

 при 

условии 0a  получаем 2a .  
Если прямая axy   проходит через 

точку С, то из уравнения aa 22  при 
условии 0a  получаем 5,0a . 

Ответ. 5,0,2  . 

задачи вида )()( axgxf   
и параллельный перенос графика вдоль 

оси Ох  
При решении задач данного вида ис-

пользуется семейство функций 
)()( axgxga  , графики которых отли-

чаются от графика функции )(xgy   
смещением вдоль оси Ох на а единиц 
влево при ,0a  вправо – при .0a  

Пример 77. Определить значения па-
раметра a , при которых  уравнение  

052||2|9)(| 222  aaxxxax  

будет иметь наибольшее число корней. 
Решение. Приведем уравнения к сле-

дующему виду 

||24)9)((|9)(| 22 xaxax  . (*) 

Рассмотрим два случая. 
1. Если 09)( 2  ax , то уравнение 

будет иметь вид 0||24  x . Отсюда 
2x  и 2x . Для того, чтобы найден-

ные значения x  являлись решениями 
уравнения (*), должны выполняться ус-
ловия: 

если 2x , то  

 0)5)(1(09)2( 2 aaa  
);1[]5;(  a ; 

если 2x , то  

 0)5)(1(09)2( 2 aaa  
);5[]1;(  a . 

2. Если 09)( 2  ax , то уравнение 
будет иметь вид ||7)( 2 xax  .  

На рис. 13 представлены график функ-
ций ||7 xy  , стоящей в правой части 
последнего уравнения, и графики функ-
ций 2)( axy  , стоящей в левой его 
части a . Так как должно выполняться 
условие 9)( 2  ax , то для существова-
ния корней должно быть и 9||7  x , т.е. 

A

y

x

y=2|2|x| a2|

C

BOI
II

2a2

 
Рис. 12 y=

7+
|x|

y

x1O 52

1

9

7

y=
(x

+
a)

2

 
Рис. 13 
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22  x . Это возможно только при 
]5;1[]1;5[ a  (см. рис. 13).  

Причем решение при этих значениях 
a  будет одно. При 1a  и 5a  полу-
чим 2x ; при 5a  и 1a  получим 

2x ; при )5;1()1;5( a  решением 
будет некоторое )2;2(x . 

Сравнивая полученные решения в пер-
вом и втором случаях, имеем: 

при )1;1(a  уравнение не имеет ре-
шений; 

при 1a  и 1a  уравнение одно 
решение; 

при остальных значениях a  – два ре-
шения. 

Ответ: При );1()1;( a  
уравнение имеет два корня. 

Пример 78. При каких значениях па-
раметра a  неравенство 

03||32  xaaxx  

имеет хотя бы одно неположительное 
решение? 

Решение. Приведем неравенство к ви-
ду  

4||3)(122  axaxxx . 

График функции  122 xxy  
2)1(  x  – парабола, полученная из 

2xy  , параллельным переносом влево 
вдоль оси Ox  на 1 (см. рис. 14).  

График функции 

4||3)()(  axaxxya , 

стоящей в правой части неравенства, при 
каждом значении параметра a  получает-
ся из графика функции  









0если,44

,0если,42
4||3

xx
xx

xxy  

параллельным переносом на a  единиц 
вдоль оси Ox  (см. рис. 14).  

Решением исходного неравенства яв-
ляется множество всех таких x , для ко-
торых точки на графике функции )(xya  
расположены не ниже точек графика 
функции 2)1(  xy . 

Имеется два критических положения 
графика функции )(xya , удовлетворяю-
щих условию задачи. 

(I) График функции )(xya  проходит 
через точку )1;0(A  как указано на рис. 
14. Из уравнения 14)(4  ax  при 

0x  получаем 75,0a . 

(II) График функции )(xya  проходит 
через точку B  как указано на рис. 14. В 
этом случае прямая 4)(2  axy  яв-
ляется касательной к графику функции 

2)1(  xy . В этом случае совпадают 
значения производных от функций в точ-
ке касания и значения ординат точек ка-
сания графиков. Из условия  

   


 4)(2122 axxx  

получаем уравнение 222 x , т.е. 
2x – абсцисса точки касания графи-

ков. Тогда из условия совпадения орди-
нат получаем 4)2(2)12( 2  a  
или 5,3a . 

Следовательно, при 75,05,3  a  
исходное неравенство имеет хотя бы од-
но неположительное решение. 

Ответ. 75,05,3  a . 

Пример 79. При каких значениях па-
раметра a  система уравнений  










2

2

82
,0|)|2)(8(

ayax
yxxy

 

имеет ровно два решения? 
Решение. Рассмотрим первое уравне-

ние системы  

 0|)|2)(8( 2 yxxy  

1

III

1

4

1B A

y

x

 
Рис. 14 
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








.2||
,82

xy
xy

 (1) 

Следовательно, исходная система равно-
сильна следующей: 



















.82

,2||
,8

2

2

aaxy

xy
xy

 (2) 

Заметим также, что  




















.0
,2

,2
2||

x
xy

xy
xy  

Геометрическое место точек плоскости 
Oxy , координаты которых удовлетворяют 
совокупности (1) выделено на рис. 15 
красным цветом и состоит из параболы 

82  xy  и двух лучей, лежащих на пря-
мых xy 2  и xy 2 . 

Графиками функции 282 aaxy   при 
разных значениях a  являются прямые. 

Определим, при каких значениях пара-
метра a  прямая, заданная уравнением 

282 aaxy   является касательной к па-
раболе 82  xy . Для этого используем 
условие касания графиков функции )(xf  и 

)(xg , состоящем в том, что в точке каса-
ния совпадают значения производных 
функций и ординаты графиков  









).()(
),()(

xgxf
xgxf

 

В нашем случае имеем 









.828
,22

22 aaxx
ax

 

Из первого уравнения получаем ax  . 
Второе уравнение при этом превращается 
в тождество. Следовательно, при каждом 
a  эти прямая и парабола касаются в точке 
с координатами )8,( 2 aa . Соответствен-
но при любом значении a  исходная сис-
тема имеет решение )8,( 2 aa . 

При разных значениях a  имеется четы-
ре критических положения прямой 

282 aaxy   (см. рис. 15): 
I. Прямая параллельна прямой xy 2 . 

Так как угловой коэффициент этой прямой 
равен 2, то из уравнения 22 a  получаем 

1a . 
II. Прямая параллельна прямой xy 2 . 

Так как угловой коэффициент этой прямой 
равен 2 , то из уравнения 22 a  полу-
чаем 1a . 

III. Прямая проходит через точку A  
(точку пересечения прямой xy 2  и пара-
болы при 0x ). Из уравнения xx 282   
получаем 2x  и 4x  (не подходит). В 
этом случае 2a . 

IV. Прямая проходит через точку B  
(точку пересечения прямой xy 2  и па-
раболы при 0x ). Из уравнения 

xx 282   получаем 4x  и 2x  (не 
подходит). В этом случае 4a . 

Точки 1,2,4   и 1 разбивают число-
вую прямую Oa  на промежутки.  

Замечаем (см. рис. 15), что условию за-
дачи удовлетворяют все a  такие, что 

}2{}4{)1;1[ a . При этих значени-
ях параметра система (2) имеет два реше-
ния. 

Ответ: 11,2,4  aaa . 

2

y

x4
O

6





8
6
4
2

B

A

I

II

IV

III

 

Рис. 15 
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задачи вида 00 )()( yxxaxf   и 
поворот графика относительно точки 

Рассмотрим применение семейства 
функций вида 00 )()( yxxaxfa  , ко-
торому соответствует семейство прямых, 
проходящих через точку ),( 00 yx . Пара-
метр а выполняет роль углового коэффи-
циента указанных прямых, поэтому при 
увеличении значений параметра получа-
ем прямые, отличающиеся друг из друга 
поворотом на некоторый угол против ча-
совой стрелки относительно точки 

),( 00 yx  (центр поворота). Множество 
прямых, проходящих через точку 

),( 00 yx , называют еще пучком прямых, 
где ),( 00 yx  является центром пучка. 

Пример 80. (ЕГЭ, 2007). Найти все 
значения а, для которых при каждом x  
из промежутка  8;4  значение выраже-
ния 8log2

2 x  не равно значению выра-
жения .log)12( 2 xa   

Решение. 1. Пусть ,log 2 tx   тогда 
при 4x  имеем 2t ; если 8x , то 

3t . Так как функция xt 2log  непре-
рывная и возрастающая, то при всех зна-
чениях переменной x  из промежутка 

]8;4(  переменная t принимает все значе-
ния из промежутка ]3;2( .  

2. Переформулируем задачу: найти 
все значения а, для которых при каждом 
t из промежутка ]3;2(  значение выра-
жения 82 t  не равно значению выраже-
ния .)12( ta   

3. Графиком функции 82  ty  явля-
ется парабола, ветви которой направлены 
вверх (см. рис. 16). Функция tay )12(   
задает семейство прямых, проходящих 
через начало координат. При увеличении 
углового коэффициента прямые повора-
чиваются против часовой стрелки.  

4. Парабола 82  ty  пересекает пря-
мую 2t  в точке (2;4): 4822 y . 
Угловой коэффициент прямой 

tay )12(  , проходящей через точку  
(2; 4), равен: 212 a . Парабола пе-

ресекает прямую 3t  в точке (3; 1): 
1832 y . Угловой коэффициент 

прямой tay )12(  , проходящей через 

точку (3; 1), равен: 
3
112 a . 

5. Условие «значение выражения 
82 t  не равно значению выражения 

ta )12(   при  3;2t » графически озна-
чает, что прямая tay )12(   не пересе-
кает параболу на промежутке ]3;2( . Это 
выполняется при условиях  












.
3
112

,212

a

a
 

Решая совокупность неравенств, полу-
чаем ответ. 

Ответ: 
3
2,

2
1

 aa . 

 

y

t

y=t 2
8

1

1

32O

 

Рис. 16 
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задачи вида )()( xagxf   и сжатие 
(растяжение) графика вдоль оси Оу 
При решении задач данного вида ис-

пользуется семейство функций 
)()( xagxga  , графики которых отлича-

ются от графика функции )(xgy   сжа-
тием (растяжением) вдоль оси Оу: растя-
жением, если ;1a  сжатием при  

;10  a  преобразованием симметрии 
относительно оси x , если ;1a  сочета-
нием указанных преобразований для ос-
тальных значений 0a .  

Пример 81. При каких значениях па-
раметра а уравнение 0|1|2  xax  
имеет три решения? 

Решение. Перепишем данное уравне-
ние в следующем виде: .12  xax  

График функции 1 xy  – «уголок» с 
вершиной в точке (1;0), ветви которого 
направлены вниз (см. рис. 17). Функция 

2axya   задает семейство парабол с вер-
шиной (0;0) при 0a  и прямую 0y  
при .0a  Изменение параметра а влияет 
на направление ветвей параболы. 

Если ,0а  то прямая 0y  и график 
функции 1 xy  имеют одну общую 
точку, а следовательно данное уравнение 
– один корень. Значение 0a  не удовле-
творяет условию задачи.  

Если ,0a  то ветви параболы направ-
лены вверх, и графики не имеют общих 
точек. 

Пусть ,0a  тогда ветви параболы бу-
дут направлены вниз. Легко доказать, что 

в этом случае парабола и прямая 1 xy  
имеют две общие точки, проверив, что 
для уравнения 012  xax  дискрими-
нант 041  aD . Еще одна общая точ-
ка будет, когда прямая 1 xy  являет-
ся касательной к графику функции 

2axy  . Обозначим через 0x  абсциссу 
точки касания прямой 1 xy  с пара-
болой 2axy   и запишем условия каса-
ния: 

 







;1
,1

0
2
0

0

xax
xy

   







;1
,12

0
2
0

0

xax
ax

    

  










.
4
1
,20

a

x
 

Ответ. .
4
1

a  

задачи общего вида  0),( xaf  

Рассмотрим два примера семейства 
функций, графическая интерпретация ко-
торых связана соответственно с прямой 
или параболой и не требует простых пре-
образований графика функции. 

Пример 82. Найти все значения пара-
метра a , для которых при каждом зна-
чении x , не принадлежащем промежут-
ку )3;1[ , значение выражения xa 22   
не равно значению выражения 

.6)1(  ax  

Решение. Из условия задачи следует  

6)1(22  axxa  
или  

.06)2( 2  aaxa  

Рассмотрим линейную функцию 
6)2()( 2  aaxaxf . Заметим, что 

)3)(2()(  axaxf . При 2a  функ-
ция 0)( xf  является постоянной, и этот 
случай не удовлетворяет условию задачи. 
Пусть 2a , тогда условие задачи вы-
полняется, если линейная функция )(xf  
имеет нуль на промежутке )3;1[  (см. 
рис. 18).  

1

y=|x1|

y

x
1

O

y=ax

 
Рис. 17 
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Отсюда получаем аналитические условия 








13
,33

a
a

   04  a . 

Ответ. )0;4[ . 

Пример 83. Найти все значения пара-
метра а, для которых при каждом зна-
чении x  из промежутка ]1;1( , значение 

выражения 33 22 5 xxa   не равно 
значению выражения ).2(2 3 xa   

Решение. 1. Пусть ,3 tx   тогда при 
1x  имеем 1t ; если 1x , то 1t . 

Так как функция 
3 xt   непрерыв-

ная и возрастаю-
щая, то при всех 
значениях пере-
менной x  из про-
межутка ]1;1(  пе-
ременная t прини-
мает все значения 
из промежутка 

]1;1( . Переформулируем задачу: найти 
все значения а, для которых функция 

4)52()( 22  tatatf  не имеет нулей 
на промежутке  ]1;1( .  

2. Пусть ,0a  тогда имеем ,0)( tf  

045  t  или ,
5
4

t  что не удовле-

творяет условию задачи. Если ,0a  то 
графиком функции )(tfy   является па-
рабола (см. рис. 19), ветви которой на-
правлены вверх. Так как ,4)0( f  то 
условие задачи выполняется, если 

0)( tf  на промежутке ]1;1( .  
3. Решим систему неравенств. 







0)1(

,0)1(
f
f

   










04)52(
,04)52(

2

2

aa
aa

   












092
,0)1(

2

2

aa
a

   .1a  

Ответ. .1a  

задачи общего вида );();( xagxaf   

Наибольшую трудность представляют 
задачи, в которых исследуется взаимное 
расположение графиков двух семейств 
функций. 

Пример 84. Для каждого значения па-
раметра а определить число различных 
решений уравнения 2322  aaaxx . 

Решение. Отметим, что равенство 
имеет смысл, если .2a  Квадратный 
трехчлен aaxx 322   при ax   имеет 
наименьшее значение 23 aa  . Дискри-
минант квадратного трехчлена 

aaD 124 2  . Рассмотрим три случая: 
0D  (I), 0D  (II), 0D  (III). 

I. Пусть ,0D  т.е. ,0124 2  aa  
0a  (не выполняется условие 2a ) 

или .3a  При 3a  из семейства функ-
ций 2 aya  получаем прямую 1y , 
имеющую две общие точки с параболой 
(см. рис. 20), т.е. при 3a  исходное 
уравнение имеет два решения. 

II. Рассмотрим случай, когда ,0D  
т.е. ,0124 2  aa  .30  a  Прямая из 
семейства функций 2 aya  не будет 
пересекать параболу (рис. 11), если будет 
выполняться условие 232 aaa   с 
учетом 2a  и .30  a  Отсюда имеем 

.312  a   

y

xO
3

1

a+3

5

2
a>02 a<0

a+3

 
Рис. 18 

y

t1
1

O

4



 
Рис. 19 

1

y

xO





1

I II III

 
Рис. 20 
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Пусть 232 aaa  , тогда при 
31a  парабола и прямая имеют одну 

общую точку. Аналогично получаем ус-
ловие 331  a  для двух общих то-
чек. 

III. Если ,0D  т.е. ,0124 2  aa  то 
3a  с учетом 2a . График функции 

aaxxy 322   и прямая из семейства 

2 aya  могут иметь две общие точки 
(см. рис. 20), если  








3
,02

a
a

 или 







.3
,32 2

a
aaa

 

В первом случае решений нет, во втором 
получаем .223  a  

Три общие точки – при условии  








3
,32 2

a
aaa

   .22 a  

И, наконец, четыре общие точки – при 
условии  








;3
,320 2

a
aaa

   .22 a  

Ответ. При 31a  корней нет;  
при 31a  один корень;  

при 2231  a  два различных 
корня;  

при 22a  – три;  
при 22 a  – четыре. 

3.2. Координатные плоскости 
Оха и Оах 

Данный метод представляет собой не-
которое обобщение графического метода 
решения уравнений и неравенств, осно-
ванного на использовании координатной 
плоскости Oxa  или Oax . В последнем 
случае ось Ox  называют координатной, 
ось Oa  – параметрической, а плоскости 
Oxa  и Oax  – координатно-
параметрическими (или КП – плоско-
стями).  

При использовании это метода исход-
ное уравнение (или неравенство) преоб-
разуют к виду )(xa  или )(ax  . В 

первом случае на плоскости Oxa  строят 
график функции )(x , а затем, пересекая 
полученный график прямыми, парал-
лельными оси Ox , получают необходи-
мую информацию. Во втором – произво-
дят построения графика функции )(a  
на плоскости Oax . Другой вариант этого 
приема связан с нахождением графиче-
ского решения уравнения (неравенства) 
вида 0),( axf , а затем его аналитиче-
ской интерпретацией. Построение графи-
ка уравнения 0),( axf  с двумя пере-
менными x  и а на плоскости Oax  явля-
ется основой для ответа на поставленный 
вопрос о решениях уравнения с парамет-
ром. Графическим решением неравенства 

0),( axf , где символ   заменяет один 
из знаков > , < ,   ,   , являются множе-
ства точек (области) плоскости, коорди-
наты которых удовлетворяют данному 
неравенству. 

При решении конкретной задачи коор-
динатно-параметрическим методом в хо-
де решения плоскость Oxa  разбивается 
на «частичные области», внутри каждой 
из которых геометрически интерпретиру-
ется и решается поставленная задача. 

Замечание. В частности, понятие 
«частичных областей» используется при 
решении уравнений и неравенств, содер-
жащих неизвестные под знаком абсолют-
ной величины (этот метод называют ме-
тодом «частичных областей»). В свою 
очередь при решении логарифмических и 
показательных (и некоторых других) 
уравнений и неравенств также приходит-
ся разбивать плоскость Oxa  на области. 

задачи вида )(xa   или )(ax   

При решении уравнения или неравен-
ства ),(),( axgaxf   иногда удается вы-
разить одну из переменных в явном виде, 
что позволяет перейти от задачи с пара-
метром к задаче без параметра, а именно 
к исследованию функциональной зави-
симости одной переменной от другой. 

Для решения неравенств полезным бу-
дет напомнить одно простое утвержде-
ние: пусть имеется график функции 

)(xfy  , тогда множество точек плоско-
сти, расположенных выше графика, будет 
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геометрическим изображением решения 
неравенства )(xfy  , а для точек, лежа-
щих ниже графика – неравенства 

)(xfy  . 

Пример 85. (Экзаменационная рабо-
та, 1994 г.). При каких значениях a  урав-
нение  

023||)24( 22  aaxax  

имеет два различных решения? 

Решение. Пусть ,|| tx   тогда полу-
чим квадратное уравнение  

,023)24( 22  aatat  

имеющее корни at   или .23  at  От-
сюда получаем ax ||  и .23||  ax  По-
строим графики двух функций ||)( xxa   

и 
3

2||)( 


xxa , которые имеют две об-

щие точки )1;1(  и )1;1(  (см. рис. 21). 
Первый график (уголок) имеет «верши-

ну» )0;0( , а второй – 







3
2;0 .  

Рассматривая семейство горизонталь-
ных прямых, получаем всевозможные от-
веты для более общей задачи: для каждо-
го значения  a определите число различ-
ных решений уравнения  

023||)24( 22  aaxax . 

Значения 
параметра a )0;(  0 








3
2;0  

Число различных 
корней 0 1 2 

 

Значения 
параметра a 3

2  





 1;

3
2  1 );1(   

Число различ-
ных корней 3 4 2 4 

Запишем ответ для исходной задачи.  

Ответ: ;
3
20  a  .1a  

Замечание. Здесь полезным оказался 
тот факт, что корни квадратного уравне-
ния легко выразить через параметр (т.е. 
дискриминант является квадратом неко-
торого выражения). В этом случае способ 
решения, использующий явные выраже-
ния для корней, является одним из наи-
более рациональных. Построение графи-
ка уравнения сводится к построению не-
скольких простейших графиков функций.  

Пример 86. (МИЭТ, 2002). При каких 
значениях параметра a  имеет ровно два 
различных корня уравнение  

0)2)2((2 22  axaxax ? 

Решение. Корни данного уравнения 
должны удовлетворять условию 22ax   
(условие существования квадратного 
корня из выражения 22ax  ). Заметим, 
что )2)((2)2(2  xaxaxax . То-
гда  

 0)2)2((2 22 axaxax  





























.2
,

,2

,2
2

2

x
ax

ax

ax

 

Следовательно, корнями уравнения 
могут быть числа 2

1 2ax  , ax 2  и 
23 x . По условию задачи требуется 

найти значения параметра a , при кото-
рых уравнение имеет ровно два различ-
ных корня. Для отбора искомых значений 
параметра на плоскости Oax  построим 
графики функций 22ax  , ax   и 

2x  (см. рис. 22). Каждая прямая 
consta  , параллельная оси Ox , пересе-

кает каждый из построенных графиков, и 
ордината точки пересечения дает значе-
ние корня исходного уравнения при ус-

a

xO

I
II

1

1 a=1

 
Рис. 21 
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ловии, что 22ax  . Точки ),( xa , коор-
динаты которых удовлетворяют послед-
нему неравенству, расположены на плос-
кости Oax  в выделенной фоном области.  

Имеется пять критических положений 
этих прямых:  

I) 2a , II) 1a , III) 5,0a ,  
IV) 0a , V) 1a . 

В этих случаях они проходят через 
точки пересечения графиков. Точки 

0,5,0,1,2   и 1 разбивают числовую 
прямую Oa  на шесть промежутков. Рас-
смотрим каждый из них: 

(1) )2;( a  и (2) )1;2( a . На 
этих промежутках уравнение имеет три 
корня.  

(3) )5,0;1( a . Уравнение имеет 
два корня (график функции 2x  рас-
положен ниже графика функции 

22ax  ). 
(4) )0;5,0(a . Уравнение имеет 

один корень, так как графики функций 
ax   и 2x  – ниже графика функции 

22ax  . 
(5) )1;0(a . Уравнение имеет два 

корня (график функции 2x  – ниже 
графика функции 22ax  ). 

(6) );1( a . Уравнение имеет три 
корня. 

Соответственно при каждом из значе-
ний 2a , 1a  или 1a  уравнение 
имеет два корня (рис. 15). 

Ответ. ]1;0()5,0;1[}2{  . 

задачи вида 0),( xaf   

Рассмотрим уравнения и неравенства, 
в которых переменные x  или a  заданы в 
неявном виде, и выразить какую-либо 
переменную в явном виде сложно. 

В предлагаемых задачах уравнение с 
двумя переменными 0),( xaf , как пра-
вило, задает на координатной плоскости 
некоторые линии. Это составляет основу 
при решении неравенств. 

Для решения неравенств вида 
0),( xaf  удобно использовать метод 

областей, суть которого представлена 
ниже при решении примеров. 

Для решения уравнений или нера-
венств, содержащих знак модуля, обычно 
используют метод «частичных областей». 
Основная идея этого метода состоит в 
том, что решение задачи в исходной об-
ласти (в частности, на плоскости Oxa ) 
сводится к решению совокупности сме-
шанных систем (уравнений и нера-
венств), не содержащих знаков абсолют-
ной величины, в каждой частичной об-
ласти, на которые разбивается исходная 
область. 

Пример 87. Определить количество 
корней уравнения 223  axax  в 
зависимости от значений параметра а. 

Решение. Данное уравнение равно-
сильно совокупности четырех систем: 

1) 












;25
,0
,0

ax
ax
ax

 2) 












;25
,0
,0

ax
ax
ax

 

3) 












;25
,0
,0

ax
ax
ax

 4) 












.25
,0
,0

ax
ax
ax

 

Решения первой системы образуют от-
резок ВС (см. рис. 23), решения второй 
системы составляют отрезок АВ, решения 
третьей системы дают отрезок DC и ре-
шения четвертой системы – отрезок AD. 

x

a

x=
2a

2

1

1

2
O



x=2

I VIVIIIII

 
Рис. 22 
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Таким образом, координаты всех точек 
плоскости, принадлежащих сторонам па-
раллелограмма ABCD, составляют мно-
жество решений данного уравнения. Оп-
ределим координаты точек А, В, С, D. 
Для этого решим системы, составленные 
из уравнений прямых линий  

25  xa  (ВС), 
5
2

5
1

 xa  (АВ), 

5
2

5
1

 xa  (DC), 25  xa  (AD), 

пересекающихся в вершинах параллело-
грамма. Получим:  

,
2
1;

2
1







A  ,

3
1;

3
1







B  ,

2
1;

2
1







 C  .

3
1;

3
1







 D   

Рассматривая прямые consta  в пе-
ресечении с параллелограммом, получаем 
ответ. 

Ответ. При 5,0a  или 5,0a  нет 
корней; при 5,0a  или 5,0a  один 
корень; при 5,05,0  a  два корня. 

Пример 88. (ЕГЭ, 2004). Найти все 
значения параметра а, при которых 
множество решений неравенства  







 


 2

22181
x
a

x
a

xx
a  

содержится в некотором отрезке дли-
ной 7 и при этом содержит какой-
нибудь отрезок длиной 4.  

Решение. 1. Преобразуем данное не-
равенство  

 ;2)2(8
3

2

x
axax

x
ax 


  

;0)2)((8)(
3

2




x
xaxaxx  

   04 23  xaxx . 

Для графического решения последнего 
неравенства используем метод областей. 

2. Обозначим  

  23 4),(  xaxxxaf . 

Найдем нули:    ;04 23  xaxx  ,ax   
,4x  .0x  Построим прямые в системе 

координат Оах (см. рис. 24). Далее опре-
деляем знак значения выражения ),( xaf  
в одной из областей 0)1;0( f , затем 
расставляем знаки в других областях, ис-
пользуя правило знакочередования. 

3. Рассмотрим области, выделенные 
фоном и представляющие графически 
множество решений последнего неравен-
ства. В случае 44  a  множество ре-
шений не содержит отрезок длины 4.  

При 4a  множество решений есть 
объединение двух промежутков: 

).;4()4;0( a   
Если ,84  a  то множество решений 

не содержит отрезок длины 4.  
При 8a  множество решений содер-

жит отрезок длины 4, но не входит в от-
резок длины 7.  

Пусть ),7;( a  тогда решения 
)0;(a  не содержатся в отрезке длины 7. 

При  4;7 a  решения )0;(a  удовле-
творяют условию задачи.  

Ответ:  4;7  . 
 

1 x

a

1

O1

1
D C

B
A

 
Рис. 23 
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
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Рис. 24 
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Пример 89. (МИОО, тренировочная 
работа, декабрь 2010). Найти все значе-
ния параметра a , при каждом из кото-
рых система  














3
,1

,0491472

x
axy

yxxyy
 

имеет единственное решение. 
Решение. Группируя члены в левой 

части первого уравнения системы, ее 
можно разложить на множители 

 491472 yxxyy
 )7()4914( 2 xxyyy

)7)(7()7()7( 2  xyyyxy . 

Тогда первое уравнение системы рав-
носильно совокупности двух линейных 
уравнений 










.7
,7

0491472

xy
y

yxxyy  

Второе уравнение системы 1 axy  
задает семейство прямых, проходящих 
через точку с координатами )1;0( . 

Исходная система будет иметь единст-
венное решение при тех значениях пара-
метра a , при которых соответствующая 
прямая из этого семейства имеет только 
одну точку пересечения с прямой 7y  
или прямой 7 xy  в полуплоскости, 
расположенной правее прямой 3x  (см. 
рис. 25).  

Имеется четыре критических положе-
ния для прямых 1 axy : 

I. Прямая 11  xay  проходит через 
точку )7;3(A . Из уравнения 137 1  a  
получаем 21 a . 

II. Прямая 12  xay  проходит через 
точку пересечения прямых 3x  и 

7 xy  с координатами )4;3(B . Из 
уравнения 134 2  a  получаем 12 a . 

III. Прямая 13  xay  параллельна 
прямой 7y , т.е. 03 a . 

IV. Прямая 14  xay  параллельна 
прямой 7 xy , т.е. 14 a . 

Соответственно, данная в условии сис-
тема будет иметь единственное решение, 
если прямая 1 axy  будет проходить в 
области на плоскости Oxy  выделенной 
фоном, что соответствует значениям па-
раметра 01  a  или 21  a .  

Ответ. ]2;1(]0;1(  . 

Пример 90. (ЕГЭ 2010, С5). Найти 
все значения a , при каждом из которых 
уравнение  

|4||4|)4( 22  axaxax  
имеет единственный корень. 

Решение. Введем обозначение 
ba  4 , тогда уравнение примет вид 

||||22 bxbxbx  . (*) 

Раскроем знаки модулей и построим гра-
фики полученных уравнений в плоскости 
bOx. 

1) 



























.1)1(
,

,

2
,

,

2222 bx
bx

bx

xbx
bx

bx
 

2) 



























.1)1(
,

,

2
,

,

2222 bx
bx

bx

bbx
bx

bx
 

3) 



























.1)1(
,

,

2
,

,

2222 bx
bx

bx

bbx
bx

bx
 

C
B

3

A

O

y

x

7

y x7

y
a 

x
1

y a
x1

y
a x

1

7
1 y ax1

 
Рис. 25 
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4) 



























.1)1(
,

,

2
,

,

2222 bx
bx

bx

xbx
bx

bx
 

График уравнения (*) состоит из четы-
рех полуокружностей (см. рис. 26). Про-
водя прямые, параллельные оси x , полу-
чим одну общую точку с построенным 
графиком при 2b  или 2b . Функция 

4)(  bba  с переменной b является воз-
растающей, поэтому каждому значению b 
соответствует  единственное значение а. 
Таким образом исходное уравнение име-
ет единственное решение при 6a  или 

2a . 

Ответ: 2,6  . 

4. Геометрические методы решения 
В случае применения графических ме-

тодов решения систем уравнений и нера-
венств используется геометрическая ин-
терпретация уравнений или неравенств, 
связанная с геометрическим смыслом 
модуля, формулы расстояния между дву-
мя точками на плоскости, неравенством 
треугольника, или метод наглядной гра-
фической интерпретации с использовани-
ем графического образа задачи на коор-
динатной плоскости Oxy .  

отрезки 
Пример 91. (№16, § 15 сборника С5 

2011). Для каждого значения a  решить 
систему уравнений 
















.292104204

1001216

,0581014

22

22

22

axax

axax

axax

 

Решение. Запишем второе уравнение 
системы в виде 

 22 )6()8( ax   

292)10()2( 22  ax . 

Заметим, что левая часть этого урав-
нения – сумма расстояний от точки 

),( xaM  до точек )8,6(A  и )2,10( B  
(см. рис. 27), причем расстояние между 
точками А и В равно 292 . Для любой 
точки 1M , не принадлежащей прямой АВ 

сумма расстояний 29211  BMAM  
(неравенство треугольника). Для точки 
M , принадлежащей прямой АВ сумма 
расстояний 292 MBAM , только в 
случае, если M  – точка отрезка АВ.  

Уравнение прямой, проходящей через 

точки А и В, имеет вид 23
2
5

 ax . 

Точки отрезка АВ имеют координаты 







  23

2
5, aa , где 106  a . 

Подставляя 23
2
5

 ax  в первое 

уравнение системы, получим 







 






  23

2
51423

2
5 2

2

aaa  

026590
4
2905810 2  aaa . 

Откуда  

1

x=b

x

b1

2

x=b

1
 1



2

 
Рис. 26 

10

x

a

8

4

0 6

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B

M
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Рис. 27 
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29
4152180

2
29

265299090 2 



a .  

Заметим, что значение 



29

4152180
1a  

5
20

140
29

4002180



  не удовлетворя-

ет условию 106  a .  

Для значения 
29

4152180
2


a  полу-

чаем 
29

4412180
29

4002180
2




 a , т.е. 

8
29

222
29

2207 2  a . Тогда  

29
415521723

29
4152180

2
5 








 
x . 

Ответ. Если 
29

4152180 
a , то 

29
4155217 

x ; при остальных a  ре-

шений нет. 
Замечание. Заметим, что первое урав-

нение системы можно преобразовать к 
виду  

 058101422 axax
222 4)5()7(  ax . 

Получили уравнение окружности радиуса 
4 с центром в точке )7;5(O  (см. рис. 27). 
Эта окружность имеет единственную об-
щую точку с отрезком AB . 

окружность и отрезок 
Пример 92. Найти все значения а, при 

которых система уравнений  
2 2 2 2

2 2 2

64 16 36 12 10,x y x x y y

x y a

        


 
 

имеет два решения. 

Решение. Запишем первое уравнение 
системы в виде 

2 2 2 2( 8) ( 6) 10x y x y      . 

Пусть ( ; )M x y  – точка координатной 
плоскости (см. рис. 28), тогда левая часть 
этого уравнения есть сумма расстояний 
от точки M  до точек 1( 8; 0)M   и 

2 (0; 6)M . 

Так как расстояние между точками 1M  
и 2M  равно 10, то координаты точки M 
удовлетворяют первому уравнению сис-
темы в том и только в том случае, когда 
M  лежит на отрезке 1 2M M . В самом де-
ле, если M  не принадлежит прямой 

1 2M M , то указанная сумма расстояний 
больше 10 (неравенство треугольника). В 
случае, когда точка M  лежит на прямой 

1 2M M  вне отрезка 1 2M M , эта сумма так-
же больше 10. 

Второе уравнение системы 2 2 2x y a   
задает семейство окружностей радиуса 
| |a  с центром в точке О. Условию задачи 
будет удовлетворять окружность, имею-
щая две общие точки с отрезком 1 2M M . 
Это возможно, если радиус окружности 
| |a  будет больше радиуса, при котором 
окружность касается отрезка 1 2M M  (в 
этом случае | |a h , где h – высота в тре-
угольнике 1 2OM M , опущенная из точки О 

на 1 2M M  (см. рис. 28), т.е. 6 8 24
10 5

h 
   и 

меньше или равен 2OM , т.е. 6|| a .  

Отсюда 6||
5
24

 a .  

Ответ. 
5
246  a , 6

5
24

 a . 

 

O x

h
M1

6



y

M2
M

 
Рис. 28 
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окружность и прямая 
Пример 93. Найти все значения пара-

метра а, при каждом из которых систе-

ма уравнений  






ayx

yx ,122

  имеет един-

ственное решение. 

Решение. Изобразим в одной коорди-
натной плоскости графики, заданные 
уравнениями системы (см. рис. 29). 

На рисунке видно, что система будет 
иметь единственное решение, если пря-
мая xay   касается окружности 

122  yx  и ее решениями будут коор-
динаты точек E  и D. 

Найдем значение а, при котором пря-
мая касается окружности, для чего рас-
смотрим равнобедренный прямоуголь-
ный треугольник ODA (это действитель-
но так, ибо прямая ,xy   а значит и 
прямая ,xay   составляют с положи-
тельным направлением оси Ox  угол в 

45 ). Так как ,1 ADOD  по теореме 
Пифагора получаем .2 OAa   

Тогда второе значение a , при котором 
прямая xay   касается окружности 

122  yx , будет равно ).2(  

Ответ: 2a . 

Пример 94. (МИОО, диагностиче-
ская работа, 2011). Найти все значения 
параметра a , при каждом из которых 
система 









aayax
yx

2)2()(
,11|12|

22
 

имеет единственное решение. 

Решение. (1-й способ). Неравенство 
системы задает полосу с границами-
прямыми 102  yx  и 122  yx . 
Уравнение системы при 2a  не опре-
делено. Если 2a , то уравнение 

0)4()2( 22  yx  задает точку 
)4;2( C , принадлежащую полосе, так 

как выполняется неравенство 
11|182|   (см. рис. 30). 

При 2a  уравнение системы задает 

окружность с центром )2,( aaM  и радиу-
сом ar  2 . Окружность будет иметь 
единственную точку с полосой, если она 
будет касаться полосы, и центр ее при 
этом будет лежать вне полосы. 

Центры семейства окружностей, за-
данных уравнением системы при 2a , 
лежат на прямой xy 2 , которая пересе-
кает прямую 102  yx  в точке )4;2(B  и 
прямую 122  yx  в точке 

)8,4;4,2( A . Окружность будет касать-
ся полосы в точках А или В, при этом в 
первом случае абсцисса центра окружно-
сти 4,2a , а во втором – 2a . Точка 
A  не подходит, так как значение 

4,2a . Так как точка В принадлежит 
окружности, то имеем  

2)24()2( 22  aaa . 
Отсюда получаем квадратное уравнение  

08215 2  aa , корни которого 2,1a  
(не удовлетворяют условию 2a ) или 

3a . 
Ответ : 3;2 . 

1

y

x1

2

1


1



2

D

O
E

A

B

 

Рис. 29 

4

y

x4

8






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Рис. 30 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Уравнения и неравенства с параметрами: количество решений 

МИЭТ «Абитуриенту 2011» 
Подробная информация о довузовской подготовке и поступлении в МИЭТ - на сайте www.abiturient.ru 

56 

Замечание. Другой способ решения 
задачи связан с применением формулы 
расстояния от точки ),( 00 yxM  до пря-
мой l, заданной на координатной плоско-
сти Оху уравнением 0 dbyax : 

22

00 ||
),(

ba

dbyaxlM



 . (*) 

Расстояние от центра )2,( aaM окруж-
ности до прямой  0102  yx  равно 
радиусу ar  2 . Отсюда получаем 
одно уравнение 

aaa




 2
21

|102|
22

 

с корнями 2,1a  или 3a . 
Расстояние от центра )2,( aaM окруж-

ности до второй прямой  0122  yx  
равно радиусу ar  2 . Отсюда полу-
чаем второе  уравнение 

aaa




 2
21

|122|
22

, 

не имеющее корней. 
Формулу (*) легко получить из фор-

мулы расстояния от точки ),,( 000 zyxM  
до плоскости  , заданной в прямоуголь-
ной системе координат Охуz уравнением 

0 dczbyax  ([1], стр. 116): 

222

00 ||
),(

cba

dczbyaxlM



 .  (**) 

Действительно, уравнение  
0 dbyax  

задает плоскость  , перпендикулярную 
плоскости Оху. Пересекая плоскость   
плоскостями cz  , получаем прямые. В 
случае 0z  получаем прямую, заданную 
на плоскости Оху уравнением 

0 dbyax . Поэтому расстояние от 
точки ),( 00 yxM  до прямой 

0 dbyax  в плоскости Оху равно 
расстоянию от точки )0,,( 00 yxM  до 
плоскости  , заданной уравнением 

0 dbyax . Отсюда из формулы (**) 
получаем формулу (*). 

окружности (круги) 
Пример 95. При каких значениях па-

раметра a  система неравенств  











56124148
,524

222

222

aayxyx
ayxyx

 

имеет единственное решение. 

Решение. Данную систему можно за-
писать следующим образом:  











.)32()7()4(
,)1()2(

222

222

ayx
ayx

 

При 0a  система примет вид  










222

22

3)7()4(
,0)1()2(

yx
yx

 

и будет иметь единственное решение 
)1;2(  . 

При 0a  первое неравенство систе-
мы задает круг радиуса || a  с центром в 
точке ( 2; 1)A   , второе неравенство – 
внешность круга радиуса |32| a  с цен-
тром в точке (4;7)B , включая и границу 
этого круга. При 5,1a  второму нера-
венству системы удовлетворяют коорди-
наты всех точек плоскости. 

Расстояние между центрами этих кру-
гов равно  

2 2(4 2) (7 1) 10AB      . 

Единственное решение система будет 
иметь в случае, если круг с центром в 
точке A  содержится внутри круга с цен-
тром в точке B  и касается его границы. В 
этом случае круги касаются, и координа-

x

y

 


 B

C
A

 
Рис. 31 
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ты точки касания С – единственное ре-
шение системы (см. рис. 31). Данная си-
туация возможна, если  

|32|10||  aa . 

Решая последнее уравнение, получим 
13a  и 7a . 

Ответ. 7;0;13 . 

Пример 96. (МФТИ, 2008). Найти все 
значения параметра a , при которых 
система  

 










44
,||||1049

222

22

axyx
yxyx

 

имеет хотя бы одно решение. 
Решение. Данная система будет рав-

носильна следующим системам 











222

22

)44(
,1)25||10()25||10(

ayxx
yyxx

 












)2(.)2(
)1(,1)5|(|)5|(|

222

22

ayx
yx

 

При 0x , 0y  неравенство (1) сис-
темы задает круг радиуса 1 с центром в 
точке 1O )5;5( . Поскольку для любой па-
ры чисел ),( yx , удовлетворяющей нера-
венству (1) пары чисел ),( yx , ),( yx  , 

),( yx   также удовлетворяют неравен-
ству (1), то геометрическое место точек 

1F  плоскости Oxy , координаты которых 
удовлетворяют (1) – точки четырех кру-
гов радиуса 1, выделенных на рис. 32 фо-
ном. 

Геометрическое место точек 2F  плос-
кости Oxy , координаты которых удовле-
творяют уравнению (2) – точки окружно-
сти радиуса || a  с центром в точке 

)0;2(M . Тогда (см. рис. 32): 

34)05()25( 22
41  MOMO , 

74)05()25( 22
32  MOMO . 

Для касающихся окружностей спра-
ведливо утверждение: «их центры и точ-

ки касания лежат на одной прямой». Сле-
довательно, (см. рис. 32): 

13411  AOMOMA , 
13411  OBMOMB , 

174 MC  и 174 MD . 

Так как 634  , 874  , то 
1741816134  .  

Система будет иметь решение, если 
множества 1F  и 2F  имеют хотя бы одну 
общую точку. Это возможно, если радиус 
окружности, равный || a , множества 2F  
удовлетворяет неравенствам:  

134||134  a   
или  

174||174  a . 

Ответ: при  ]134;134[|| a  
]174;174[  ,  

при остальных a  решений нет. 

x
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Рис. 32 
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симметрические выражения 
Приведем свойства графика уравнения 

0);(  yx , где выражение );( yx  обла-
дает симметрией относительно знака, ли-
бо симметрией относительно перестанов-
ки переменных. 

Пусть G – график уравнения  
0);(  yx .  

1. Если );();( yxyx  , то график G 
имеет ось симметрии Оу. 

2. Если );();( yxyx  , то график G 
имеет ось симметрии Ох. 

3. Если );();( yxyx  , то график G 
имеет центр симметрии О. 

4. Если );();( yxxy  , то график G 
имеет ось симметрии прямую xy  . 

Пример 97. При каких действитель-
ных значениях параметра а система 








ayx
yx

22

,12||2||3
 

имеет наибольшее число решений? 

Решение. Уравнение 12||2||3  yx  
задает ромб, точка пересечения диагона-
лей которого – начало координат (0;0), 

4OA , 6OB  (см. рис. 33). 

Выражения ||2||3 yx   и 22 yx   не 
меняют свой вид при замене x  на x  и 
y  на y . Поэтому ромб и окружность 
имеют общие оси симметрии Oy  и Ox . 
Так как окружность с прямой (отрезком) 
может иметь самое большее две общие 

точки, то данная система имеет наиболь-
шее число решений, когда окружность 

ayx  22  пересекает каждую сторону 
ромба в двух внутренних точках (общее 
количество – восемь точек). Это возмож-
но тогда, когда радиус этой окружности 
( ar  ) больше половины его меньшей 
диагонали.  

Рассмотрим треугольник АОВ: высота, 
проведенная к гипотенузе АВ, равна 

,
AB

OAOBh 
  где 4OA , 6OB , 

,5264 22 AB  .
13

1312
h  Значит, 

4
13

1312
 a  или .16

13
144

 a  

Ответ: .16;
13

144






a  

Пример 98. Сколько решений имеет 
система уравнений  








ayx
yx

||||
,122

 

в зависимости от значений параметра а? 

Решение. Отметим, что при 0a  вто-
рое уравнение не имеет решений. Если 

,0a  то второе уравнение имеет реше-
ние (0; 0), но оно не является решением 
первого уравнения. Пусть 0a . Графи-
ком первого уравнения системы является 
окружность с центром (0; 0) и радиуса 1. 
Второе уравнение задает семейство гомо-
тетичных квадратов с центром гомотетии 
(0; 0) (см. рис. 34).  

Выражения |||| yx   и 22 yx   не ме-
няются при замене x  на x  и y  на y . 

1

y

x2O

2

 
Рис. 34 
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Рис. 33 
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Значит, квадрат и окружность имеют об-
щие оси симметрии Оу и Ох, и окруж-
ность с прямой (отрезком) может иметь 
две общие точки (пересечение), одну об-
щую точку (касание), не иметь общих то-
чек, то данная система может иметь чет-
ное количество различных решений, или 
не иметь решений.  

Если квадрат находится внутри ок-
ружности, то система не имеет решений. 
Когда квадрат окажется вписанным в ок-
ружность (при 1a ), система будет 
иметь четыре решения. При 2a  
квадрат будет описанным около окруж-
ности и решений системы станет опять 
четыре. Если брать промежуточные зна-
чения ),2;1(a  то каждая сторона 
квадрата имеет две общие точки с ок-
ружностью, а значит, система будет 
иметь восемь решений. При 2a  сис-
тема решений не имеет. 

Ответ: При 1a  или 2a  решений 
нет;  

при 1a  или 2a  – четыре решения;  
при 21  a  – восемь решений. 

Пример 99. Найти значения пара-
метра а, при которых система уравне-
ний 








axy
yx

||
,122

 

имеет ровно два различных решения. 

Решение. Первое уравнение системы 
задает окружность радиуса 1 с центром 
(0; 0). Второе уравнение axy  ||  задает 
семейство «уголков» с вершиной на оси  
Oy  (см. рис. 35). Так как выражения 

22 yx   и || xy   не меняются при замене 
x  на x , то графики уравнений системы 
имеют общую ось симметрии 0x .  

Рассмотрим случай касания окружно-
сти и угла.  

Так как ,45AOB  ,1 ABOA  
,2OB  то .2a  

Из рисунка видно, что условию задачи 
удовлетворяют следующие значения 

).1;1(}2{ a  

Ответ: ).1;1(}2{   

Пример 100. (Пробный вариант № 
51 от ФЦТ, ЕГЭ 2011). Найти все значе-
ния параметра ,a  при каждом из кото-
рых система уравнений  











).3(12))((
,027||12

2

2

xayayx
yxx

 

а) имеет ровно два решения; 
б) имеет ровно четыре решения; 
в) имеет ровно шесть решений; 
г) имеет ровно восемь решений; 
д) не имеет решений. 

Решение. Приведем данную систему 
уравнений к следующему виду 











.)6(
,)6(9||
222

2

ayx
xy

 

Первое уравнение системы задает гра-
фик, состоящий из частей парабол (вер-
шины )9;6(   и )9;6( ), симметричных 
относительно оси Ox  и обладающей 
осью симметрии 6x . Второе уравне-
ние системы задает семейство окружно-
стей (при 0a ) с центром )0;6(  и ра-
диусом || ar  , и также имеющих оси 
симметрии 6x  и 0y . Поэтому гра-
фик первого уравнения может иметь чет-
ное количество общих точек с окружно-
стью, либо не иметь общих точек. 

График первого уравнения системы 
пересекает ось x  в двух точках, которые 
найдем из уравнения 0)6(9 2  x : 

9x  или 3x . 

1

y

x
1

2

1


1



2O
A

B

 
Рис. 35 
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На рисунке 36 изображены особые 
случаи расположения окружности. 

1. Окружность проходит через точки 

)9;6(   и )9;6(  и имеет радиус 
9||  ar . 

2. Окружность проходит через точки 
)0;9(  и )0;3(  и имеет радиус 

3||  ar . 
3. Окружность касается парабол. Для 

нахождения радиуса окружности в этом 
случае достаточно рассмотреть четвер-
тую часть конфигурации, расположенную 
в области ,36  x  .90  y   

Система будет иметь вид  











,)6(
,)6(9

222

2

ayx
xy

 

из которой исключаем переменную x : 

09 22  ayy . 

Чтобы окружность имела с параболой 
единственную общую точку в рассматри-
ваемой области, поставим условие для 
дискриминанта 

0)9(41 2  aD . 

Отсюда 
2
35||  ar . 

Таким образом, окружность (в частно-
сти точка) не имеет общих точек с графи-
ком (состоящий из частей парабол), если 

2
35||0  ar  или 9||  ar ; имеет: 

две различные общие точки при 
9||  ar ;  

ровно шесть общих точек при 
3||  ar ;  

ровно восемь общих точек при 

3||
2
35

 ar ;  

ровно четыре общие точки при 

2
35||  ar  или 9||3  ar . 

Ответ: при 









2
35;

2
35)9;(a  

);9(   решений нет;  
при 9a  два решения;  

при )9;3(
2
35;

2
35)3;9( 








a  – 

четыре;  
при 3a  –  шесть;  

при 
















 3;

2
35

2
35;3a  – восемь. 
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Рис. 36 
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Упражнения 
1. (МГУ, 2002). При каких значениях па-
раметра b  уравнение  

)3(32)32(9 242  bbxbbbx  
имеет бесконечно много корней? 

2. (МГУ, 1982). Для каких значений a  
решение уравнения  

aaxax 25131510   
больше 2? 
3. (МИЭТ, 2003). Найдите наименьшее 
целое число a , при котором уравнение 

093 22  axx  
имеет хотя бы одно решение. 

4. (МГУ, 2003). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых 
уравнение  

01)1(2  xaax  
имеет единственное решение.  

5. При каких значениях a  уравнение  
032  xax  

имеет единственное решение? 

6. При каких значениях a  уравнение 
03)24()2( 2  xaxa  

имеет единственное решение? 

7. При каких значениях a  уравнение 
0342  axax  

имеет более одного корня? 

8. При каких значениях a  уравнение 
093)62()3( 2  axaxaa  

имеет более одного корня? 

9. (МИЭТ, 2002). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение: 

а) 06
2
3 23  axxx  имеет ровно один 

корень; 
б) 0243 23  axxx  имеет ровно два 
различных корня. 

10. (МГУ, 1990). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых 
уравнение 

  5|10||2|)1( 2  axaaxa  

имеет два различных положительных 
корня.  
11. (МГУ, 1992). При каких значениях 
параметра a  сумма S квадратов корней 
уравнения  

03422 22  aaaxx  
является наибольшей? Чему равна эта 
сумма?  
12. (МФТИ, 2003). Найдите все значения 
а, при которых уравнение 

054)74(2  axaax  
имеет в точности один корень на отрезке 

.]0;4[  

13. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых все 
корни уравнения  

  0)4(11233 232  aaxaaax  

удовлетворяют неравенству 1|| x . 

14. Для каждого значения параметра a  
укажите количество корней уравнения  
а) 0|2|  axx ;  б) 0|45| 2  axx . 

15. (МГУ, 2000). Найдите все значения 
a , при каждом из которых уравнения 

016)12( 2  axxa  и 012  xax  

имеют общий корень.  

16. Найдите все значения параметра a , 
при которых уравнение: 
а) 0322)2( 2  aaxxa  имеет два 
различных корня одного знака; 
б) 01)13()43( 22  xaxaa  имеет 
два различных корня, расположенных по 
разные стороны от числа 1. 

17. (МИЭТ, 2003). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

0275 24  aaxx  
имеет хотя бы один целый корень.  

18. (ЕГЭ, 2007). Найдите все значения a , 
для которых при каждом x  из промежут-
ка )1;3[   значение выражения 

37 24  xx  не равно значению выраже-
ния .2ax  
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19. (МГУ, 1996). При каких значениях 
параметра a  уравнение 

)22(4)2( 22222  xxaaxx  
имеет ровно 3 различных решения?  

20. (МГУ, 1997). При каких значениях a  
уравнения 

0)34()1()12( 2322  xxaxxax
и  

 axxax )255()35( 22  
0)682( 23  xx  

не имеют общего решения? 

21. При каких значениях a  уравнение  

0
3

12





x

axx  

имеет единственное решение? 

22. (Экзаменационная работа за курс 
средней школы, 2000 г.). При каких зна-
чениях m  имеет единственный корень 
уравнение: 
а) 03199941999 22  mmxx ; 
б) 08200062000 22  mmxx ? 

23. (Экзаменационная работа за курс 
средней школы, 1994 г.). При каких зна-
чениях a  уравнение 

02||)13( 22  aaxax  
имеет четыре различных решения? 

24. (МГУ, 1994). При каких значениях а 
уравнение  

01|1|)1(2 2  xxa  
имеет четыре различных решения?  
25. (МГУ, 2003). При каких значениях 
параметра а уравнение  

0352|9|2 2  xaax  
не имеет решений? При каких значениях 
параметра a  все решения этого уравне-
ния принадлежат отрезку  ?63;30  

26. (МГУ, 2005). Найдите все значения а, 
при каждом из которых уравнение: 
а) |3|9||34  xaxxx  имеет два 
различных корня;  
б) |2|7||23  xxaxx  имеет хотя 
бы один корень.  

27. (МГУ, 2005). Найдите все значения 
a , при каждом из которых уравнение 

|2|10||35  xaxxx  

имеет хотя бы один корень. 

28. (МГУ, 1992). Найдите все значения 
параметра c , при которых уравнение 

cxxxxxx  4|23||2| 222  
имеет ровно три различных решения. 
29. (МГУ, 1992). Найдите все значения 
параметра k, при которых уравнение  

|4|311||2 2 kxkkxx   

а) не имеет решений; 
б) имеет конечное непустое множество 
решений. 

30. (МГУ, 1984). Найдите все значения 
параметра а, при каждом из которых все 
решения уравнения  

04||2  xaax  

принадлежат отрезку  4;0 . 

31. (МГУ, 2000). Найдите все значения 
параметра a , при которых при любых 
значениях параметра b  уравнение 

axbx  |12||2|  

имеет хотя бы одно решение.  

32. Найдите все значения параметра а, 
при каждом из которых уравнение 

2)21(11 axxaax   

имеет единственный корень. 

33. (МИЭТ, 2001). При каких a  уравне-
ние 

022||4  xaax  

имеет решения и все решения удовлетво-
ряют неравенству 12  x ? 

34. (Экзаменационная работа за курс 
средней школы, 1994 г.). При каких зна-
чениях параметра a  уравнение 

|1|2  xax  

имеет единственное решение? Найдите 
это решение. 
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35. При каких значениях параметра a  
уравнение  12  xax   имеет ровно 
три корня? 

36. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
а, при каждом из которых уравнение 

axax  2||22  

имеет ровно три различных решений. 

37. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
а, при каждом из которых функция 

axaxxf  2||22)(  

имеет две различных точки перемены 
знака. 

38. Найдите все значения параметра a , 
при которых уравнение  

xax 310|5|   
имеет ровно три различные решения. Для 
каждого полученного значения а найдите 
все эти решения. 

39. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
a, при каждом из которых график функ-
ции  

axxxxf  |32|)( 22  
пересекает ось абсцисс более чем в двух 
различных точках. 

40. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
a, при каждом из которых график функ-
ции  

axxxxxf  |45|23)( 22  
пересекает ось абсцисс менее чем в трех 
различных точках. 
41. Сколько решений в зависимости от 
параметра а имеет уравнение 

а) 1|2|  axx ; б) 2|4|  axx ? 

42. Найдите значения параметра а, при 
которых уравнение  

axxx  |65| 2  
имеет ровно три различных решения. 

43. Найдите все значения параметра а, 
при которых уравнение  

)1(|34| 2  xaxx  
имеет два различных корня. Укажите эти 
корни. 

44. (МГУ, 2004). Найдите все значения 
параметра а, при каждом из которых 
уравнение  

)4(||52  xaxx  

имеет ровно три различных корня.  

45. При каких значениях параметра a  
система уравнений  








|1|||
,2

xy
xay

 

имеет единственное решение? 

46. Выясните, при каких значениях a  
уравнение  :3|1||2|  xax  
а) имеет единственный корень, и найдите 
его; 
б) имеет ровно два корня, и найдите их; 
в) имеет бесконечное множество корней. 

47. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
а, при каждом из которых имеет ровно 
один корень уравнение 

а) |3|1|2|  xax ; 
б) |2||3|1 axx  . 

48. При каких значениях параметра а 
уравнение  

0|1|2  xax  
имеет три решения? 

49. Сколько решений в зависимости от 
значений параметра а имеет уравнение 

axx  |32| 2 ? 

50. Найдите все значения а, при каждом 
из которых уравнение  

    0|2|114 2  xaxxa  
имеет ровно три различных корня. 

51. (МИЭТ, 2001). При каких значениях 
параметра a  уравнение  

  0)46(4|2| 2  xxaax  
имеет ровно три различных корня? 

52. (МИЭТ, 2001). При каких значениях 
параметра a  уравнение  

  4|342||322| axax  
0)13392324( 2  axaxax  

имеет ровно три различных корня? 
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53. (МГУ, олимпиада «Ломоносов», 
2005). Найдите все значения а, при каж-
дом из которых уравнение: 

|1|842||  xxxax  

не имеет ни одного корня.  

54. (МГУ, 2003). При каких значениях а 
уравнение 

09)2cos(4)1(2 322  axax  
имеет единственное решение? 
55. Определить в зависимости от значе-
ний параметра a  количество решений 
системы уравнений  












.
||

2
),2(4

y
xx

y
xay

 

56. (МФТИ, 2008). Найдите все значения 
а, при которых уравнение  

|3||2||6| 2 aaxax   
имеет хотя бы одно действительное ре-
шение. 

57. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
а, при каждом из которых уравнение  

axxxx  |56||86| 22  
имеет ровно три корня. 

58. Найдите все значения параметра a , 
при которых система неравенств 











)(2)1(415
),1(4

2222

22

ayxxaaaxy
yxy

 

имеет решение.  

59. При каких значениях параметра а чис-
ло корней уравнения axx  7||82  
равно а? 

60. При каких значениях параметра a  

уравнение 1
2

|| 
xax  имеет не более 

одного корня? 

61. При каких значениях параметра a  
уравнение 

axxx  12|83||63|  

имеет не более одного корня?  

62. (МГУ, 2005). При каких значениях 
параметра a  уравнение 

a
x
xx 




13
1||  

имеет ровно три различных решения?  
63. (МИЭТ, 2003). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

122||2  aaxx  
имеет ровно три различных решения.  

64. Найдите все значения параметра а, 
при которых количество корней уравне-
ния  

02)5,2( 23  xxxa  
равно количеству общих точек линий  

ayx  22  и .|1|3  xy  

65. Определите значения параметра a , 
при которых уравнение имеет ровно 7 
действительных корней, и найдите эти 
корни, если: 

а) 04|4|||)4|(| 2  xax ; 
б) 0|5|7)5( 222  axx . 

66. При каких значениях параметра а 
уравнение axx 1  имеет единст-
венное решение? 
67. (МГУ, 2007). При каких значениях с 
данное уравнение имеет единственное 
решение? 

а) xcx  216 ; б) 3 xcx . 

68. (МГУ, 1994). Найдите все значения 
a , при которых уравнение  

222 21386 xaaxxxa   

имеет ровно одно решение.  

69. При каких значениях параметра а 
уравнение  

726  axx  
имеет единственное решение? 
70. Найдите все значения а, при которых 
уравнение  

379  aaxx  
имеет единственное решение. 
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71. (МГУ, 2007). Для каждого значения а 
из промежутка )0;3(  найдите число раз-
личных решений уравнения  

02)252( 22 
a

xaaxx . 

72. (МИЭТ, 2002). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

  098)12(2 22  axaxax  

имеет ровно два различных корня. 

73. При каких значениях параметра a  
имеет ровно два различных корня урав-
нение 

0)2)2((2 22  axaxax ? 

74. (МИОО, 2010). При всех а решите 
уравнение  

12  xax . 

75. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых данное уравнение 
имеет решение: 

а) 22 2233 xxxxaa  ; 

б) 0
44

55
22


xxxxaa . 

76. Найдите все пары а и b, для каждой из 
которых уравнение 

|3|2)3(4 2 axaxb   

имеет ровно два корня. 
77. (МИЭТ, 2006). При каких значениях 
параметра a  уравнение 

0252)7(4 22  aaa xx  
имеет два различных корня, сумма кото-
рых равна 2?  

78. (МГУ, 2005). При каких значениях 
параметра а уравнение  

  xxx aaa 9)43(6324)1(   
имеет единственное решение?  
79. (МГУ, 1993). Найдите все значения 
параметра b , при которых уравнение  

  016369 22  bb xx  
не имеет решения.  

80. Найдите все значения a , при каждом 
из которых уравнение  

01420166)58(36 2  aaa xx  
имеет единственное решение. 
81. (НГУ, 1994). При каких значениях 
параметра a  уравнение 

0463 122   xxx a  
имеет единственное решение?  
82. (МГУ, 2007). При каких значениях 
параметра а уравнение  

  1113 2)44(422316 xxxx a   
0122  aa  

имеет три различных корня?  

83. (МГУ, 1985). При каждом значении 
параметра a  решить уравнение  

02)1(24 31   aaa xx . 

84. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
a , при каждом из которых уравнение  

axxaxxax   8464 2452
 

не имеет действительных решений. 
85. (МГУ, 1999). Найдите все значения 
параметра а, при которых уравнение 

12
12

)12( 2 

 aax

x

x

 

имеет нечетное число решений.  
86. (МГУ, 2000). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых 
уравнение 

))4((log)1(log 5,5
2

5,5 xax aa    

имеет два различных решения.  
87. При каких значениях а уравнение  

0loglog2 3
2
3  axx  

имеет четыре различных корня? 

88. (МФТИ, 2004). При каких значениях 
параметра a  уравнение 

xax  )log4(log 22  
имеет единственное решение.  

89. При каких значениях параметра a  
данное уравнение имеет хотя бы одно 
решение: а) ;cossin3 axx   
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б) ;|cos3sin2| axx     в) 3sincos  xxa ? 

90. При каких значениях параметра a  
данное уравнение имеет хотя бы одно 
решение: 

а) axxxx  22 cos2cossin3sin ; 
б) axx  |7cossin5| 2 ? 

91. (МИЭТ, 2003). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

1612
3

cos)16(
3

sin8 2  axaxa  

имеет хотя бы одно решение. 
92. (ЕГЭ, 2003). Найдите все значения p, 
при которых уравнение  

 xpx 2tg1cos27   
имеет хотя бы один корень. 

93. (МГУ, 1989). Найдите все значения 
параметра а, при каждом из которых 
уравнение  
   xxaa 22 cossin2296  

  03)sin1(21812 2  axaa  
не имеет решений.  

94. (МГУ, 2001). Для каждого значения а 
найдите все решения уравнения 

0sin2)(sin22cos 2  aaxx , 
принадлежащие промежутку .2 x   

95. (МГУ, 1999). При каких значениях a  
уравнение 

0122cos22cos 2  aaxx  
имеет ровно одно решение на промежут-
ке  20 x ?  

96. (МГУ, 2003). При каких значениях 
параметра а уравнение  

  0)22(sinlogsin 4  axax  

имеет ровно два корня на отрезке 



 

2
5;

2
?  

97. (МГУ, 2002). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение  

 xaaxa cos)2(cos)1( 22  
0242 2  aa  

имеет более одного решения на отрезке 





 

3
4;0 .  

98. (МГУ, 1996). Для каждого значения а 
найдите число решений уравнения 

,12costg  xxa  

принадлежащих промежутку  2;0 .  

99. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
а, при каждом из которых уравнение: 

а)   1cos 22  xa  имеет ровно десять 
различных решений; 

б)   0sin 22  xa  имеет ровно во-
семь различных решений; 

в)   0sin 22  xa  имеет ровно шесть 
различных решений. 

100. (МГУ, 2004) При каких значениях 
параметра a  уравнение 

05))3sin(1( 2  xxax  

имеет ровно 5 различных корней?  

101. (МГУ, 1993). При каких значениях 

а, принадлежащих интервалу 





 


2
;

2
, 

уравнение 16cos3)sin(2  xax  
имеет решения? 
102. (МИЭТ, 2001). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых имеет хо-
тя бы одно решение уравнение: 

а) 0)4(3)arccos(cos 2  axx ; 
б) 0)arcsin(sin2,0)2( 2  axx . 

103. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a , при каждом из которых уравнение  








 


2
76sin)3sin(

2 axxax  

axx  24  

не имеет действительных решений. 

104. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a , при каждом из которых уравнение  








  )2cos(
3
210cos

2

axaxx  

axx  82  
имеет единственное решение. 
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105. (ЕГЭ, 2003). Найдите все значения p, 
при которых уравнение  

xpx 2cos7sin4 3   
не имеет корней. 

106. Найдите сумму корней уравнения 

xxx 3cos2624 24   

на промежутке 



 


3
2;

2
. 

107. (ЕГЭ, 2008). Решите уравнение: 

а) )34cos(25)cos(25|34| 236  xxxx ; 

б) 428 )815(cos90)815cos(90 xxxx  . 

108. При каких значениях параметра a  
уравнение xxxxa  663|)|7cos4(  
имеет нечетное число корней? Определи-
те при найденных значениях параметра 
число корней уравнения и найдите все 
его корни.  
109. (МГУ, 1998). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

0
4
51cos2 2

2
1

2
2 


 a

x
xax

x

  

имеет единственное решение.  

110. (НГУ, 1991). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

2
2

sincos2log1 





 

xxa  

имеет решение.  
111. (МГУ, 2008). Найдите все значения 
параметра a , при которых уравнение 

 





 

 
1784log

4
1arctg8 2

417 xxxx

2
32

648sin
2

2 






 


xxaa  

имеет единственное решение, и опреде-
лите это решение. 

112. (МГУ, 2008). Найдите все значения 

параметра a  из промежутка 



 

2
;0 , при 

каждом из которых система  











axyyx

axyyx

cos4)3()3(

,sin2|3||3|
22

 

имеет ровно четыре различных решения. 

113. (МГУ, 1995). Найдите все значения 
а, при которых неравенство  

a
xa

xxx 




cos

992cos
2

2  

имеет единственное решение.  

114. Найдите все значения параметра a , 
при которых уравнение  

3
2)arcsin(arcsin 

 axx  

имеет решение. 
115. (МФТИ, 1994). Найдите все значе-
ния параметра a ,  a , при кото-
рых система уравнений 











2
1sincos

,0)12154)(441( 222

axay

yxyx
 

имеет ровно три решения. 
116. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния а, для каждого из которых неравен-
ство 

01342  axax  
а) выполняется для всех x ; 
б) выполняется для всех 0x ; 
в) выполняется для всех 0x ; 
г) выполняется для всех 01  x . 

117. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния а, при каждом из которых из нера-
венств 10  x  следует неравенство  

02)5()2( 22  xaxaa . 

118. (МГУ, 1994). Найдите такие значе-
ния x , при которых неравенство  

0)1333()2713()24( 2  axaxa  
выполняется для всех а, удовлетворяю-
щих условию 31  a . 

119. (МИЭТ, 2003). При каких значениях 
параметра a  каждое число из промежут-
ка ]7;5[  является решением неравенства  

01625)51(22  axaax ? 
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120. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a, при каждом из которых общие ре-
шения неравенств  

122  axx  и axx 4142   
образуют на числовой оси отрезок длины 
единица. 
121. (МГУ, 1987). Найдите все значения 
параметра p , при каждом из которых 
множество всех решений неравенства 

0)2)(( 2  xpxp  
не содержит ни одного решения неравен-
ства .12 x  

122. (МГУ, 1974). Найдите все значения 

а, при которых неравенство 012





ax
ax  

выполняется для всех таких x , что 
.21  x  

123. (МИЭТ, 2004). При каких значениях 
параметра a  неравенство 

0
732
)3)((

2 



xx
xxa  

не имеет решений? 

124. (МФТИ, 1996). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых неравен-
ство 

a
xx
xx





7104
16208

2

2

 

является верным при всех значениях x .  

125. (ЕГЭ, 2004). Найдите все значения 
параметра а, при которых множество ре-
шений неравенства  







 


 2

22181
x
a

x
a

xx
a  

содержится в некотором отрезке длиной 
7 и при этом содержит какой-нибудь от-
резок длиной 4.  

126. (МГУ, 1994). Для каких значений a  
система неравенств 








2
,0122

x
axx

 

выполняется хотя бы при одном значении 
х? 

127. (МИЭТ, 2000). Найдите все значения 
параметра а, при которых неравенство 

1634  xxa  
выполняется при всех x .  

128. (МИЭТ, 2003). При каких значениях 
параметра a  неравенство 

03||32  xaaxx  
имеет хотя бы одно неположительное 
решение?  
129. (МГУ, 2000). Найдите все значения 
параметра а, при которых неравенство  

522  axx  

не имеет решений на отрезке  2;1 . 

130. (МИОО, 2010). Найдите все значения 
а, при каждом из которых неравенство  

3|1|||22  xaxx  
выполняется для любого х. 
131. (МГУ, 2005). Найдите все значения, 
которые может принимать сумма ax   
при условии  32242  axax . 

132. (МИОО, 2010). Найдите все пары 
чисел p  и q , для каждой из которых не-
равенство  

2|| 2  qpxx  
не имеет решений на отрезке  5;1 . 

133. (МИЭТ, 1998). При каких значениях 
параметра a  существует единственное 
значение x , являющееся решением нера-
венства xaxax  22 ?  

134. (МГУ, 1996) Определите, при каких 
значениях a  решения неравенства  

xax   

образуют на числовой прямой отрезок 
длиной ||2 a . 

135. (МГУ, 1992). Найдите все значения 
параметра а, при которых все числа x  из 
отрезка ]5;1[  удовлетворяют неравенству  

.0561323  axxax  

136. При каких значениях a  неравенство 
xax  21  имеет решение? 
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137. (МИЭТ, 1998). Найдите все значения 
параметра a , при которых неравенство 

13  aa x  выполняется при всех x .  

138. (МГУ, 1995). Найдите все значения 
параметра а, при которых неравенство  

axx  43016  
не имеет ни одного целочисленного ре-
шения.  
139. (МГУ, 1988). Найдите наибольшее 
значение параметра а, при котором нера-
венство  





12

)12( 2
2

xx
axxaa  

2
sin4 3 xa 

  

имеет хотя бы одно решение.  

140. (МГУ, 1988). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых для 
любого значения x  выполняется нера-
венство 

 xxax cossin)1(2sin| 2  
6|2cos5 2  ax . 

141. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a , при каждом из которых решения 
данного неравенства образуют отрезок 
длины 1: 

а) |3|1|2|  xax ; 
б) |4|2|3|  xax . 

142. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a , при каждом из которых множест-
вом решений данного неравенства явля-
ется отрезок: 

а) 2||3  axx ;  б) 3||5  axx . 

143. (МИЭТ, 2001). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых решением 
неравенства  

|43|)5,02(|43| 2 xaaxxxx   
является отрезок длиной 0,5. 
144. (МИЭТ, 2001). При каких значениях 
параметра a  уравнение 

xxxx a   12 224724  

имеет решение?  

145. (МГУ, 2002). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых не-
равенство 

  aaxxxx 11|22|844  
)22(226 xxa   

имеет хотя бы одно решение.  

146. (МИЭТ, 2001). При каких значениях 
параметра a  неравенство 

xaxa
2log8log3

1,00001,0 


 

выполняется не для всех x  из интервала 
)256;16( ?  

147. (МИОО, 2011). Найдите все значе-
ния параметра a , при каждом из которых 
система уравнений 









xy

xaay ),(log1)344(log 22  

имеет решение.  

148. (ЕГЭ, 2003). Найдите все значения a, 
при которых область определения функ-
ции  

  5,05,4log5,045,0 axaxay axx x    
содержит ровно одно целое число. 
149. (ЕГЭ, 2003). Из области определе-
ния функции 









 


4
47

7log x
x

a aay  

взяли все целые положительные числа и 
сложили их. Найдите все значения a, при 
которых такая сумма будет больше 7, но 
меньше 11. 

150. (МИЭТ, 2004). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых уравнение 

05)1(log3log2 2)1(1 
 ax

xaa  

имеет ровно два различных корня, рас-
стояние между которыми меньше 0,24. 

151. (МГУ, 2005). Найдите все значения 
а, при которых неравенство 

  14log 2 xa  

выполняется для всех значений x . 
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152. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния a, при каждом из которых общие ре-
шения неравенств  

axy  2  и axy 2  
являются решениями неравенства  

32  axy . 

153. Определите, при каких значениях a  
имеет бесчисленное множество решений 

система уравнений 







.33
,33

yax
ayx

 

154. Определите, при каких значениях 
параметра a  не имеет решений система 
уравнений:  











.55)8()143(
,13

2

2

ayaxa
ayax

 

155. Исследуйте систему линейных урав-
нений: 











.22)12(
,4)2(

3

32

ayaax
ayaxa

 

156. Найдите все значения параметра p , 
при каждом из которых система уравне-

ний  







1
,1

ypx
pyx

  имеет единственное 

решение. 

157. При каких значениях a  для любого 
b  найдется хотя бы одно c , такое, что 
система уравнений 








1)1(2
,2

acybx
acybx  

имеет хотя бы одно решение? 

158. Найдите все значения параметра a , 
при которых имеет единственное реше-
ние система уравнений: 









.1sin
,cos)1|(|

22 yx
xyax

 

159. Найдите все значения параметра a , 
при которых система уравнений 











14)(
),1(2

2

22

yx
ayx

  

имеет два решения. 

160. (МГУ, 2006). Найдите все значения 
параметра a , при которых система урав-
нений 











0207484
,0222

222

2

aaayaxyx
aayaxxy

 

имеет ровно два различных решения.  
161. (МИОО, 2011). Найдите все значе-
ния а, при каждом из которых система  








6log
,6log||

2

2

yxx
xa yx

 

имеет ровно два решения. 

162. (МИЭТ, 1998). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых система 

уравнений  







32
,2

yx
ayx

  имеет решение, 

удовлетворяющее условиям 0,0  yx . 

163. Найти все значения параметра a , 
при которых система уравнений 










2

2

12
,0|)|6)(1(

axay
xyyx

 

имеет ровно два решения. 
164. (МГУ, олимпиада «Ломоносов», 
2008). При каких значениях а существует 
единственное решение системы уравне-

ний 










?)3()4(
,9

22

22

ayx
yx

 

165. Найти все значения параметра a , 
при каждом из которых система 











0172718699
,0333

222

2

aaayaxyx
aayaxxy

 

имеет ровно два различных решения. 

166. Найдите значения параметра a , при 

которых система  







axy
yx

||
,122

  имеет 

ровно два различных решения. 

167. (НГУ, 1992). Найдите все значения 
параметра a , при которых система урав-
нений 







xay

yax
|2|

,|22|
 

имеет бесконечно много решений.  
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168. (МФТИ, 2002). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых система 
уравнений  









5,0)2(

,2)12(log)275(log
2

22

axyay
yxyx

 

имеет ровно два решения. 
169. (МИОО, тренировочная работа, 
декабрь 2010). Найдите все значения па-
раметра a , при каждом из которых сис-
тема  














2
,1

,020942

x
axy

yxxyy
 

имеет единственное решение. 

170. Найдите все значения параметра a , 
при которых данная система уравнений 
имеет ровно два действительных решения: 

а) 








;
,12|32|||2||

22 ayx
xyyx

 

б) 








.
,10|43|||||2

22 ayx
yxyx

 

171. (МФТИ, 2010). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых система  









122
,02|1||1|

22 aayyx
yxx

 

имеет ровно три различных решения. 
172. (МИОО, 2011). Найдите все значе-
ния a , при которых система уравнений: 

а) 







222 )32(3

,||312|3|4
xyay

xy
 имеет ровно 

четыре решения; 

б) 







222)1(4
,||1260|2|5

xayx
yx

 имеет ровно 

восемь решений. 

173. Найдите все значения параметра a , 
при которых система уравнений 












2)(
2
13

,1

xaya

yx
 

имеет единственное решение. 

174. Найдите все значения параметра a , 
при которых система уравнений 









09)6(2)(

,0log2)3(log
2

255

ayax
xy

 

имеет хотя бы одно решение. 

175. Найдите все значения параметра a , 
при которых система уравнений 











4)3()5(
,9)31()41(

22

222

yx
aayax

 

имеет единственное решение. 

176. (МГУ, 2001). Найдите все значения 
параметра a, при каждом из которых сис-
тема уравнений 








333 )2(2

,3)2(
xayxa

ayxa
 

имеет не более двух решений.  

177. (МГУ, 1966). Найдите все значения 
а, при которых система  











1
,||2

22

2||

yx
axyxx

 

имеет только одно решение.  
178. (МГУ, 1966). Найдите все значения 
a  и b , при которых система  















4222

2

zyx
bzxyz

azxyz
 

имеет только одно решение.  

179. (МГУ, 2007). Найдите все значения 
параметра а, при каждом из которых сис-
тема  











0)4(
,8||5)625()625(

2 yax
yyaxx

 

имеет единственное решение.  

180. При каких значениях параметров a  
и b  система  











bayxy
abxyxyx

21|2||2|
,52)(4||4)(

2

22

 

имеет минимальное число решений.  
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181. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния p, при каждом из которых найдется q 
такое, что система  








pxqy
yx

||
,122

 

имеет единственное решение. 

182. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния p, при каждом из которых для любо-
го q система  








pxqy
yx

||
,122

 

имеет решения. 

183. При каком значении параметра а 
система уравнений  









4)(
,05||3

22 yax
yx

 

имеет три различных решения? 

184. При каких значениях параметра а 
система  








2||||
,2

yx
axay

 

а) имеет пять решений;  
б) имеет наибольшее число решений? 
185. (МГУ, 2006). Определите, при каких 
значениях параметра b  при любых зна-
чениях параметра a  система уравнений 








0
,046522

abaxy
yxyx

 

имеет ровно два различных решения 
);( yx . 

186. При каких значениях параметра a  
система 











ayx
xy
22

2 ,4||
 

имеет ровно два решения? 
187. При каких значениях параметра а 
система  









ayx
yx

22

,4
 

имеет решение?  

188. Найдите все значения а, при которых 
система уравнений  

















222

22

22

,101236

1664

ayx

yyx

xyx

 

имеет единственное решение. 
189. Найдите все значения параметра а, 
при которых система уравнений  








xyx
xy

2
,0258

2  

имеет единственное решение, удовлетво-
ряющее условию .222 ayx   

190. (МИОО). Найдите все пары а и b, 
для каждой из которых имеет не менее 
пяти решений );( yx  система уравнений 









.14
,1)2)(1()2(

22 axyyx
ybxyxyyxbx

 

191. (МИОО). Найдите значения пара-
метра а, при каждом из которых имеет 
единственное решение );( yx  система 
уравнений 











.3)12(
,3)12(

22

22

xayay
yaxax

 

192. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система  












25
6)()(

|,||2477|

22 aayax

yxyx
 

имеет ровно два решения. 

193. Найдите все значения параметра a , 
при каждом из которых система  

















 



1225
84

7
24)(

,|2477|
2

2 aayax

yxyx
 

имеет ровно два решения. 

194. Найдите все значения параметра a , 
при которых имеет единственное реше-
ние система неравенств: 
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а) 










;)(
,)(

2

2,

ayx
axy

 

б) 
2

2

( ) 2 ,
( ) 3 2 .

y x y x y a
x y x y x a

     


    
 

195. Найдите все значения параметра a , 
при которых система неравенств 













25103

,
1
172

22

22

yxyx
a
ayxyx

 

имеет решение. 

196. Найдите все значения параметра a , 
при которых система неравенств 











56121484
,524

222

222

ayxayx
yxayx

 

имеет единственное решение. 
197. (МГУ, 2009). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых 
множество точек координатной плоско-
сти, координаты которых ),( yx  удовле-
творяют системе  















0))((

,0
791214
651016

22

22

ayax
yxyx
yxyx

 

является отрезком. 
198. Определить значения параметра a, 
при которых система неравенств  

2

1,
3 1

x a
x x a
  


  

 

имеет единственное решение.  
199. При каких значениях параметра а 
система неравенств  








||
,12 222

xay
aayyx

 

имеет ровно два решения? 
200. (МФТИ, 2008). Найдите все значе-
ния параметра a , при которых система  

 










12
,||||831

222

22

ayyx
yxyx

 

имеет хотя бы одно решение. 

201. (МГУ, 1997). При каких значениях 
a  система  








1)cos(
,44

xyyx
ayx  

имеет единственное решение.  

202. (МГУ, 1984). Найдите все значения 
параметра a , при каждом из которых 
система неравенств 











ayx
axy

2
,2

2

2

 

имеет единственное решение. 
203. (МГУ, 2001). Найдите все значения 
а, при которых система  











01)1(2
,042)1(

2

2

axaax
aaxxa

 

имеет единственное решение.  

204. Найдите все значения параметра a , 
при которых данная система неравенств 
имеет единственное решение: 

а) (МФТИ, 2004) 










;062
,0

2

2

axx
axx

  

б) 







.04
,02

2

2

axx
axx

. 

205. (МГУ, 1994). Найдите все значения 
параметра b, при каждом из которых 
имеет единственное решение система не-
равенств  











02422
,04724

2

2

bbxybx
bxbyby

 

206. (МГУ, 2001). При каких целых зна-
чениях параметра k  система неравенств 










222

222

54255
,201042

kkykxyx
kkyxyx

 

имеет хотя бы одно решение?  
207. (МИОО, 2010). Найдите все значе-
ния а, при каждом из которых система  








4
,0)32)((

ax
aaxax

 

не имеет решений. 
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208. (МГУ, 2001). Найдите все значения 
параметра a , при которых система 











03)3(
,02)23()3(

23

23

axxax
axaxax

 

имеет единственное решение. 
209. (МГУ, 1967). Найдите все значения 
a , при каждом из которых не имеет ре-
шений система неравенств: 

а) 












;8

,0
22
axx

ax
aaxx

 б) 












.8

,0
22

axx
ax

aaxx
 

210. (МГУ, 1967). Найдите все значения 
a , при каждом из которых система  











2

,022)3(

2

2

aax

a
a

xaax
 

не имеет решений.  

211. (МГУ, 1967). Найдите все значения 
a , при каждом из которых система 
















4
5

,0
2

2
2

2

aax

aax
axa

 

не имеет решений.  

212. (МГУ, 1994). При каких значениях 
параметров a  и b  система неравенств  









01
,1sin

2 axx
bxa

 

имеет единственное решение?  
213. (МИОО, 2011). Найдите все поло-
жительные значения a , при каждом из 
которых имеет единственное решение 
данная система: 

а) 













;44
,
,36158

222

y
ayx

yx
  б) 














.41
,
,1334

222

x
ayx

yx
 

214. (МИОО, диагностическая работа, 
2011). Найдите все значения параметра 
a , при каждом из которых система 









43)()3(
,12|23|

22 aayax
yx

 

имеет единственное решение. 

215. (Пробный вариант № 52 от ФЦТ, 
ЕГЭ 2011). Найдите все значения пара-
метра ,a  при каждом из которых система 
уравнений  











)2(8))((
,012||8

2

2

xayayx
yxx

 

имеет ровно восемь решений. 

Ответы 

1. 3 . 2. );1()2;(  . 3. 2 . 4. 

0; 1. 5. 
12
1;0 . 6. 5. 7. )1;0()0;4(  .  

8.   );0(0;
3
13 






 . 9. а) 5,3a , 

10a ; б) 28a  и 80a . 10. 75  a . 

11. 3a , 18S . 12. 






4
5;

4
23 . 13. 

]52;32[}0{  . 14. а) При 0a  и 
1a  одно решение; при 0a  и 1a  – 

два; при 10  a  – три; б) при 25,2a  
и 0a  два решения; при 25,2a  – три; 

при 025,2  a  – четыре. 15. 
9
2;0;

4
3

 . 

16. а) )6;2()5,1;1(  ; б) )2;1()2;4(  . 
17. 5,2,1,0  . Указание. Рассмотреть 
уравнение как квадратное относительно 
a . 18. ,9a  3/5a . 19. 2a ; 

4
151

a . Указание. Разложить на 

множители. Например, обозначив 
22  xxt  и получив уравнение 

04)( 2222  xaat . 20. ;75,0a  ;0a  

1a . 21. 
3

10;2  . 22. а) }4;1{]3;0[  ; 

б) }9;1{]8;0[  . 23. );1()1;5,0(  . 24. 









8
1;0 . 25. ;7;

2
5







   7

2
5;

2
2119











 .  

Указание. Привести уравнение к виду 
352|9|2 2  xaax . График левой 

части – «уголок», вершина которого 
22;9( aa  ) перемещается по параболе 

2

81
2 xy  . 26. а) )18;24( ; б) 12a  
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или 8a . 27. 1418  a . 28. 
4

19;4 . 29. 

а) );0;23(  б) 23a , 0a . 30. 

2
3
4

 a . 31. 2,5. Указание. Использо-

вать свойства модуля. 32. 0; 1. Указание. 
Рассмотреть условие касания графиков в 

точке )1;0( . 33. 
3
2

5
2

 a . 34. При 

11  a  единственное решение 

1
2





a
ax . 35. 5,0 ; .1  36. ;2  .5,0  

Указание. Использовать функционально-
графический метод. 37.  ]2;(  

);2()0;5,0[  . 38. При 6a  
,21 x  ,5,02 x  83 x  и при 10a , 

,5,21 x  ,02 x  103 x . 39. )1;5,3( . 40. 
);0[]2;(  . 41. а) При  1;5,0a  

решений нет; при   5,0]1;(a  
);1(   – одно; при )5,0;1(a  – два; 

б) при )5,0;1[ a  решений нет; при 
  );1[5,0)1;( a  – одно; 

при )1;5,0(a  – два. 42. .625   43. 
  );2[0)2;( a , 1x , 

3 ax . 44. 0; 1. 45. 1 . 46. а) 1|| a , 

;1x  б) 1|| a , 11 x , ;
1
5

2 



a
ax  в) 

1a  и .1a  47. а) 8;4  ; б) 8;4  . 
48. .25,0a  49. Если 0a , то решений 
нет, если 0a  или ,4a  то – два; если 

4a , то – три; если 40  a , то – четы-
ре. 50. 1 . 51. 2,4  . 52. 0, ,1,0  ,1  

3
1

 . 53. .57  a  54. ,01 a  
3
2

2 a . 

Указание. Ввести новую переменную 
1 xt  и использовать симметрию отно-

сительно знака t . 55. При 
)2;0()0;( a  и 4a  два решения; 

при 0a  и ]4;2[a  – одно; при 
);4()4;2( a  – три. Указание. Ис-

пользовать метод графической интерпре-
тации. 56. 5,1a , 0a . 57. 5a . 58. 





 3;

3
1 . 59. 7. 60. 2a . Указание. Ис-

пользовать функционально-графический 
метод. 61. 1a , 75,0a , 6a , 6a . 

Указание. Использовать функционально-
графический метод. 62. 2. Указание. Ис-
пользовать функционально-графический 
метод или инвариантность, заметив, что 

x

x
x

x
x



























1
13
13

1
13
1

. 63. 
2
3;

4
1

 . Указание. 

Использовать функционально-графи- 
ческий метод. 64. 10;8;5,2 . 65. а) При 

5a    корни 0;3;5;8  ; б) при 10a  
корни 10 , 7 , 3 , 0. 66. 25,1a  
или .1a  67. а) ]4;4(}24{  ; б) 

;75,2c  3c . 68. ]4;3()3;2[  . 69. 

]0;5,3[a ; .1a  70. 
16
30  a , 

4
1

a . 

71. Если ,23  a  то одно решение; 
если ,12  a  то два; если ,01  a  

то три. 72. 0
3
2

 a , 
3
2

9
4

 a . 73. 

]1;0()5,0;1[}2{  . 74. Если 1a , 
то решений нет; если 1a , то 

2
112 


ax . 75. а) 



 0;

12
1 . Указа-

ние. Ввести новую переменную 
22 xxt  . Далее рассмотреть уравнение 

ttff ))(( . б) 



 0;

20
1 . 76. ,Ra  

40  b . 77. 1. 78.   








4
51;  






  ;
3
4 . Указание. Свести задачу к 

исследованию расположения относи-
тельно нуля корней квадратного уравне-
ния 0)43()32()1( 2  atata . 79. 

]4;4[ . 80. 
2
1

4
7

 a . 81. }1{]0;(  . 

82. .)5;4()4;1()1;0(   Указание. Разло-
жить на множители. 83. При 0a  реше-
ний нет; при 0a  единственное решение 

a2log2 ; при 1a  единственное реше-
ние 0; при ,0a  1a  два решения 

,log 2 a  a2log2 . 84. 16a . 85. 1; 1 . 
Указание. Использовать симметрию от-
носительно знака x . 86. 
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);5,6()5,6;6(  . 87. ).125,0;0(  88. 
,24a  10  a . 89. а) 22  a ; б) 

130  a ; в) 22|| a . 90. а) 

2
123

2
123 




 a ; б) 8195,0  a . 

91.  ]4;0[]12;(a  );8[  . 92. 

 9;0 . 93. .61;3  aa  94. 
2

3  при 

,2
2

na 


  ;Zn  при других a  реше-

ний нет. Указание. Применить метод 
оценки, сначала преобразовав уравнение. 

95. .1;2  aa  96.   











 4;

2
31

2
1;

4
1 . 

97. }1{
10
3;

3
1






 . Указание. Привести 

уравнение к виду 0)(cos)1(  xfa , а 
далее исследовать квадратный трехчлен. 
98. При 1,0,1  aaa  три решения; 
при 1a  – пять; при 0,11  aa  – 
семь. 99. а) )10;8()8;10(  ; б) 

)4;3()3;4(  ; в)  )2;3(  

)3;2(  . 100. .
2
1;

30
11

10
3;

30
13












   

101. ;
3


  0; 
3
 . 102. а)  2

12
47a ; б) 

39,02,0 a . 103. 4a . Указание. 
Привести уравнение к виду 








 


2
62)3sin(2

2 axxaxx

















 
 aaxx 3

2
6sin

2

. Далее рас-

смотреть функцию )3sin(2)( attty  . 
104. 16a . 105. );11()7;(  . 
106. 0. Указание. Показать, что уравнение 

не имеет корней на промежутке 




 

3
2;

2
. 

107. а) 3 ; 1 ; 72  ; б) 3; 5; 
314  . 108. При 25,1a  единствен-

ный корень 0. 109. 5,1 . Указание. Урав-

нение не изменится при замене x  на 
x
1 . 

110. 









4
141;0)0;1[ . 111. При 1a  

4x . Указание. Выполнить замену 
4 xt . Использовать симметрию отно-

сительно знака t . 112. ,
2

15arccos1


a  

)12arccos(2 a . Указание. Ввести но-

вые переменные yxu
2
3

2
1

 , 

xyv
2
3

2
1

 . Далее использовать сим-

метрию относительно знаков и переста-
новки переменных u  и v . 113. 2. Указа-
ние. Использовать симметрию относи-
тельно знака x . 114. ]2;5,0[ .  

115. 





 









 





4
3arccos;

22
;

3
2  







 







 


3

2;
22

;
4
3arccos . Указание. Ис-

пользовать метод графической интерпре-
тации. Ответ получается из условия 

4
3cos

2
1

 a , 0cos a . 116. а) 1a ; б) 

1a ; в) 0a ; г) 
3
1

a . 117. ]3;3[ . 

118. ]63;5[]2;63[  . 119. 5,0a . 
120. 25,0 ; .1  121. 0p , 3p . 122. 

.1
2
1

 a  123. 3 . 124. 
3

14
a . 125. 

 4;7  . 126. 20a . 127. 
16
3

a . 128. 

4
3

2
7

 a . 129. ]2;4[ . 130. );5,1(  . 

131. ]5;1[ . 132. ,6p  7q . 133. 0. 

134. 
2

21;2  . 135. 
3
5

a . Указание. Уче-

сть монотонность функции 132  xy  
и взаимное расположение на отрезке ]5;1[  
ее графика и графика прямой 

5)36(  aay . 136. 2a . 137. 

1a . 138. 224a . 139. 
16
1 . Указание. 

Использовать то, что 21


t
t  при 0t . 
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140. ]8,5;1[ . Указание. Использовать ог-
раниченность тригонометрического дву-
члена  xBxABA 2cos2cos22  

22 BA  . 141. а) ,5,21 a  5,92 a ; 
б) ,21 a  .222 a  142. а) 

)5;25,1[)1;1(  ; б) )4;2(]25,2;8(  . 
143. 5,0a . 144. 17a . Указание. За-
мена xxt  22 , где 2t . 145. 

);7()4;8( a . Указание. Замена 
xxt  22 , где 2t . Далее рассмотреть 

функцию  16||8)()( 2 atattf  
2)4|(|  at . 146. 42  a . 147. 








2
3;

4
1 . 148. ).5;3(  149. .

9
39;4 




  150. 

);5,3(
3
8;22;

6
11














 . 151. )4;1( . 

152. 
8
9

a . 153. 3 . 154. 6 . 155. При 

1a  или 1a  решений нет; при 0a  
бесконечно много решений вида )2;( c , 
где Rc ; при }1;0;1{a  одно реше-

ние вида 
2 4 3

2 2

3 6 2 2 4;
2 2 2 2
a a a a
a a

     
   

. 

156. );1()1;1()1;( p . 157. 
);4[]8;(  . 158. 2a . Указание. 

Использовать симметрию относительно 

знака x . 159. 2,5. 160. 
3
1 , 2. Указание. 

Замена ,axu   ,
2
ayv   aab 53 2  . 

161. eea
1

1   или 1
1

 ae e . 162. 

65,1  a . 163. 
3
6

a , 
2
6

a , 

62
1

62
1

 a . 164. ,41 a  642 a . 

165. 11 a  и 
3
1

2 a . 166. 

)1;1(}2{  . 167. 
3
4 . Указание. Ис-

пользовать графическую интерпретацию. 

168. 
4
1

2
5

 a . 169. 01  a , 

5,11  a . 170. а) 1
9
2

a  , 2
117

4
a  ; б) 

2a , 
121
2500

a . 171. 22 . 172. а) 









5
12,

5
12)4;3()3;4( ; б) 













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